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 شكر

 على خلقه مصطفى صائم الدهر الدكتورأتقدم بالشكر الخالص والامتنان لأستاذي ومشرفً 

أسأل الله .الجمٌل  وتوجٌهاته لً خلال البحث  ومتابعته للعمل  وتقدٌم المساعدة والدعم المعنوي 

 .القدٌر أن ٌجعل الدنٌا فً قبضته وٌجري الخٌر على ٌدٌه 

  من الجامعة الأردنٌة الذي اشرف الدكتور نور الدٌن شعٌركما أتقدم بالشكر والعرفان لأستاذي 

على الرسالة خلال تواجدي فً الأردن وقدم لً المساعدة والتوجٌه  فله منً خالص المحبة 

 .والوفاء

والشكر موصول لرئاسة جامعة دمشق وعمادة كلٌة العلوم التً تعهدتنً بالرعاٌة والاهتمام منذ 

 .أن بدأت الدراسة فً هذا البلد الطٌب بأهله وترابه

 :ولا ٌسعنً فً نهاٌة الكلمة إلا أن أتوجه بالشكر الجزٌل إلى أعضاء لجنة الحكم الممثلة بـ 

الدكتور فوزي عوض، والدكتور محمد بشٌر قابٌل ، والدكتور نضال شمعون، والدكتوره 

 الذٌن تجشموا عناء قراءة الرسالة ، وأكرمونً بتصوٌبها ،وأثروها بإبداء حسٌبه خٌر بك ،

 .ملاحظاتهم القٌمة التً سوف أستفٌد منها فً أعمالً القادمة 

وأشكر كذلك . وأشكر أساتذتً الأجلاء  فً قسم الفٌزٌاء  على  نبل أخلاقهم  وتواضعهم 

ًّ  وساعدنً   .الصدٌق العزٌز المهندس احمد سعد الدٌن على عونه لً،و  كل ذي  ٌد عل

 والحمد لله رب العالمٌن

 

 عبدالقادر علً سعٌد

 1/4/2014دمشق 
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 الإهداء
 أمً... إلى الشمعة التً ٌنبض قلبها حباً وعطاءً 

 زوجتً.....   إلى رفٌقة الدرب ورقٌقة القلب 

 إلى أبنائً الأحباء  عاصم ،رزان،ربى

 إلى القرٌبٌن من القلب أخوتً وأخواتً

 إلى أصدقائً الأعزاء  
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 الملخص

فقي منذ القد تركز اىتمام عمماء الفيزياء النظرية الحديثة عمى نظريات الحقل التو   
كالتحول الطوري من   الحرجة وبدأت تشرح الظواىر،ان ارتبطت بالفيزياء النظرية 

 وىي في الوقت (string theory)راوتـ وتمعب دورا مركزيا في نظرية الأالرتبة الثانية
( Unifying Theory)الحاضر واعدة ومرشحة لتمعب دورا ميما في نظرية التوحيد

 .لجميع القوى

 Physical State))   الشعاع المنفرد في النماذج التوافقية عبارة عن حالة فيزيائية 
في الحقل الكمومي التوافقي تقدم وصفاً لممادة أو الوتر من حيث الطاقة أو السبين 

،ويصف أثر تدفق الطاقة  (correlation function)كما أنّيا تتعمق بدوال الارتباط 
عمى طول الترابط بين الجزيئات عند النقاط الحرجة ونوع التفاعل بين الحقول 

 .المختمفة في النظام الفيزيائي 

      تم في ىذا العمل بناء الأشعة المنفردة باستخدام كثيرات حدود زونال الحقيقية 
التجزئة ليذه الأشعة ىو مستطيل ،وتبين أنّو عند أخذ  (مخطط)،وتبين  أنّ شكل

ساذرلاند  ونظرية الحقل التوافقي بعين الاعتبار فإن - العلاقة بين نموذج كالوغيرو
2cالشحنة المركزية تأخذ قيمة محددة    2  لأنّ معامل الاقتران بينيما  

2c،و تبين لنا خلال البحث أنّ ىناك حالات خاصة لنموذج      أىميا عند 
1)الوزن التوافقي 

8
h  ) وذلك لمقاربة ىذا النموذج مع شبيكة بوليمر مكثفة. 

 باستخدام discrete states ) )وتم كذلك بناء الأشعة المنفردة لمحالات المنفصمة 
عند اقتران BRST كثيرات حدود زونال العقدية، وذلك عن طريق كوىومولوجي 

 .الجاذبية في بعدين مع المادة 

     كذلك تم التعبير عن كثيرات حدود زونال من الرتبة الثانية  لمشعاع المنفرد 
عند إدخال ىاممتون   (hypergeomeric functions)بدلالة الدوال فوق اليندسية 

ساذرلاند  من الدرجة الثانية كحالة خاصة ،وذلك لمتغمب عمى -كالوغيرو



VII 

 

في خمية  (correlation functions )في دوال الارتباط  ( divergence)التباعد
 . جوردان

–وتم الحصول عمى علاقة مرجعية اضافية نتجت من تطبيق ىاممتون كالوغيرو 
1cساذرلاند عمى الشعاع المنفرد عند   وتساعد عمى إيجاد معاملات الشعاع، 

 .المنفرد دون الحاجة لتطبيق مولدات جبر فيراسورو  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



VIII 

 

 :المشكلة العلمية 

فً نظرٌة الحقل  المنفرد من كثٌرات حدود زونــال ودراستـــــه الشعاعاٌجاد 

  إن أمكن  حقٌقٌة جنماذ على   باستخـــدام مولـــدات فٌراسورو وتطبٌقه التوافقً 

 . وجدإن الأخرى ولونوع التفاعــل بٌن حقل المـادة والحقذلك 

 

 :الدراسات السابقة و أهمية البحث 
 

 خدام كثٌرات حدود شــور من قبلــــ باستالشعـــــاع المنفردتمت دراسة       

[Bouwknegt(4) ]فً المنفـرد كتركٌب خطً الشعاعـة س،ثم تمت درا 

ووضـــع تنبؤ  [((6،دوبرٌف و كانوشعٌر ]كثٌرات حدود شور من قبـــــــل 

 قام ـفرد عند عدد من المستوٌات،ن المالشعاعلحـالة 

[Yamada,Mimachi(28)] ببناء الشعاع المــنفرد باستخــدام كثٌرات حدود 

 درس المتجه المنفرد [[Sakamoto,others(33)جــاك لمستــوٌات محــددة، 

ة الماجستٌر ــوفً رسالتً لدرج،  ( c<1)باستخدام كثٌرات حـــدود جاك عند 

 عدٌن مع المـــادةــة ذات البــ المنفرد لاقتـــران الجاذبًالشعــاعقمت بدراســة 

  .باستخدام كثٌرات حدود شور

 خصائص كثٌرات حدود زونال وأثبت أنها دوال ذاتٌة [20 )) جٌمس ]   درس

 أضاف خصائص جدٌدة [36))تاكٌمورا]لمؤثر تفاضلً من الدرجة الثانٌة،

 اثبت أن كثٌرات حدود زونال  هً دوال [15)) غارسٌا].لكثٌرات حدود زونال

 .بلترامً -ذاتٌة لمؤثر لابلاس 

توٌات محددة من خــــلال ـ المنفــرد لمسالشعاعدة على ــ عديأجرٌت أبحاث

 الشعاع دراسة تمتكثٌرات حدود جاك العامة، واستكمالا للدراسات السابقة 

ومقارنة النموذج الناتج مع نموذج  لشبكة    ،المنفرد بدلالة كثٌرات حدود زونال

 (lattice )  من البولٌمرات المكثفة فً بعدٌن. 

 

 
 
 



IX 

 

 :هدف مشروع البحث
 

  المنفرد مـــن كثٌـــرات حــــــدود زونال ودراسته باستـــخدام الشعاعبناء 

الشحنة المركزٌة النموذج الناتج بالاعتماد على مولدات فٌراسورو، ودراسة 

 ومن ثــم ساذلاند - المتعلقة بارتباط كثٌرات حدود زونال بنموذج كالوغٌرو

الأخرى إن  حقولل المـــادة والحقالنموذج الموافق لها ونـــوع التفاعــــل بٌــــن 

 .وجد

  

 :الجديد في هذا البحث هو ما يلي

 المنفردة بدلالة كثيرات حدود زونال حيث انه لم يتم الأشعةالتعبير عن   

  .التطرق لهذا الموضوع سابقا

 كما تبين انه من خلال هذا النموذج يمكن دراسة شبكة بوليمر مكثفة من   

 .خلال دالات الارتباط  والشعاع المنفرد بدلالة كثيرات حدود زونال

فتح المجال لدراسة الظواهر الحرجة  عند التحول الطوري من الرتبة   

باستخدام الأشعة المنفردة ( second order phase transition)الثانية

  .بدلالة كثيرات حدود زونال 

 التعبير عن الشعاع المنفرد عند اقتران الجاذبية مع المادة بدلالة كثيرات   

  .حدود زونال العقدية 
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 : على الشكل التالًالبحثتم تقدٌم 

 

 حى حمذٌى انًفاهٍى اساسٍت يثم َظشٌت انحمم انخىافمً انُظاو الفصل الأولفً 

. الالخشاَاث انًخُاظشة ,ؽانخجضئت وحًثٍم ٌىٌ,انُظاو انبىصوًَ,وًَ يانفشو

 حى حؼشٌف كثٍشاث حذود صوَال سٌاضٍا وػلالخها يغ الالخشاَاث الفصل الثاني فً 

انًخُاظشة الاساسٍت وكٍفٍت بُاء كثٍشاث حذود صوَال باسخخذاو احذ الالخشاَاث 

          نغاٌت انذسجتانًخُاظشة وحى حساب كثٍشة صوَال باسخخذاو احادٌاث انحذ 

. انخايست

 

حىافمً وًَىرج كانىغٍشو ل حًج  دساست انؼلالت بٍٍ َظشٌت انحمم االفصل الثالثفً 

ٌ نهزا انًُىرج باسخخذاو يىنذاث فٍشاسىسو كزنك وسارسلاَذ وحى انخؼبٍش ػٍ انهايهج

. سارسلاَذ ػهى انشؼاع انًُفشد-ٌ كانىغٍشووثش هايهجأدساست 

 حى حًثٍم كثٍشاث حذود صوَال باسخخذاو يؤثشاث هاٌضبشؽ ثى الفصل الرابعفً 

 بؼذ ( (symmetric power sum function انًخُاظش الأسًباسخخذاو الالخشاٌ 

 كزنك حى حطبٍك حانت ,رنك حى بُاء انشؼاع انًُفشد بذلانت كثٍشاث حذود صوَال انحمٍمٍت

خاصت يٍ هايهخىٌ كانىغٍشوسارلاَذ  ػهى كثٍشاث حذود صوَال راث انخجضئت 

بًُىرج شبكت بىنًٍش انثُائٍت وانخؼبٍش ػُها بذلانت انذوال فىق انهُذسٍت ويماسَت رنك 

 ػُذ انىصٌ انخىافمً يكثفت فً انُظشٌت انهىغشٌخًٍت انخىافمٍت
1

( )
8

h  وانشحُت 

)انًشكضٌت  2)c   .

حى بُاء انشؼاع انًُفشد لالخشاٌ انجاربٍت  راث انبؼذٌٍ يغ انًادة  :الفصل الخامسفً 

 وحؼًٍى انؼلالت انؼايت  نؼذد يٍ انًسخىٌاث بذلانت كثٍشاث حذود صوَال انؼمذٌت

  . هزا انشؼاع يؼايم ل
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Abstract 
The action of Calogero-Sutherland Hamiltonian on Fock space of symmetric 
Zonal functions is studied ,it is proved that  Zonal functions are eigen functions 
of. Calogero-Sutherland Hamiltonian. The relation between Calogero-
Sutherland model and virasoro algebra is used to build the singular vectors in 
term of Zonal polynomials. We proved the rectangular shape of these singular 
vectors ,these singular vectors can be used to calculate the correlation functions 
for dense polymer at critical point in phase transition.   
 
Key words: Calogero-Sutherland Hamiltonian, Zonal Function, ,Singular 
vector, Virasoro generators, virasoro algebra. conformal field theory. 
  
 
 

1. Introduction 
       Conformal invariant quantum field theories describe the critical behavior 
of systems at second order phase transitions by some functions which are 
called correlation functions. correlation functions study the correlation length 
between particles at critical point. The canonical    example is the Ising model 

in two dimensions, with spins 1i       on sites of a square lattice. 

     The partition function  exp
E

T
Z 


  is defined in terms of the energy 

i j

ij

E       , where the summation ij  is over nearest neighbor sites on 

the  lattice.  This model  has a high  temperature   disordered phase  with  the 

expectation value 0   and a low temperature ordered phase(with 0  ). 

The two phases are related by a duality of the model, and there is a 2nd order 
phase transition at the self-dual point. At the phase transition, typical 
configurations have fluctuations on all length scales, so the field theory 
describing the model at its critical point should be expected to be invariant at 
least under changes of scale. 
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Abstract 
 
Partial differential eqauation is solved for Schur polynomials of second 
order. The relation between Calogero-Sutherland model and virasoro 
algebra is used to build the singular vectors in term of Schur polynomials of 
second order.it is proven that  Schur functions are eigen functions of 
Calogero-Sutherland Hamiltonian. Also the rectangular shape of these 
singular vectors is  proved  by using of BRST Co homology. 
 
Key words:, Schur Polynomials, Calogero-Sutherland Hamilton,Singular 
vector, Virasoro Algebra, hypergeometric functions 
 

1. Introduction 
  
The  theory of  Schur  functions (and  Schur polynomials)  has been  a 
vertiginous development on the computations of coefficients  and 
combinatorial connectors about rectangular Schur functions 
 
       Calogero-Sutherland model and its generalizations are of great help in 
the understanding of quantum many-body physics. Moreover, the wave 
functions of these quantum integrable systems are typically given in terms of 
symmetric functions that are central in algebraic combinatorics (in the case of 
the  Calogero-Sutherland model), the energy eigen functions involve the Jack 
polynomials. It would hence be of considerable interest to provide an 
algebraic description of these models and of the associated symmetric 
functions. 
 
     Singular vectors of the virasoro algebra attract a lot of attention because of 

its relationship with correlation functions. Conformal field theories are 

Euclidean quantum field theories, and characterized by the properties that 

their symmetry group contains in addition to the Eculidean symmetries, local 

conformal transformations . 
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Abstract 
the action of Laplace-BeltRami operator on Fock space of symmetric Schur 
funcions is studied ,it is proved that  Schur functions are eigen functions of 
Lapace-Beltrami operator. The relation between Calogero-Sutherland model 
and virasoro algebra is used to build the singular vectors in term of Schur 
polynomials. We proved the rectangular shape of these singular vectors by 
using of BRST Cohomology. 
 
Key words: Laplace-Beltrami Hamiltonian, Schur Function, Calogero-
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1. Introduction 
 
      Integrable models may have very huge symmetries, that help us to study 
various behaviors of the systems. For some well investigated models, we are 
able to calculate correlation functions of observables by using representation 
theories of the symmetries, that have been fruitfully studied within the 
language of infinite dimensional Lie algebras and their suitable deformation 
theories. We have a lot of examples of these symmetry algebras and their 
applications to many problems, critical phenomena of  two-dimensional 
classical statistical models, the low temperature behavior of one-dimensional 
electron systems and so on. 
 
The Calogero-Sutherland model and its generalizations are of great help in 
the understanding of quantum many-body physics. Moreover, the wave 
functions of these quantum integrable systems are typically given in terms of 
symmetric functions that are central in algebraic combinatorics (in the case of 
the  Calogero-Sutherland model), the energy eigen functions involve the Jack 
polynomials. It would hence be of considerable interest to provide an 
algebraic description of these models and of the associated symmetric 
functions. 

 

 



 

Singular vectors in Term of Schur polynomials in Conformal Field 

Theory 

Abed Alkader.A.said, Moustafa Sayem eldaher 

 

department of physics. Damascus university.Syria 

Nour eddein Chair 

Department of Physics, Jordan University,Jordan 

 
Hadramout University Journal of Natural  and Applied Sciences 

 
Hadramout University Journal of Natural and Applied Sciences, B 10,N 2 (Accepted at 22 march  2013) 

 

Abstract 
we extended the singular vectors in term of Schur polynomials to the states 

( , ) (3,4),(4,4)r s   and proved the general case (r,s) for the coeffecients of the 

singular vector,we used the relation between Calogero-Sutherlan Model and 

conformal theory at central charge (c = 1) to prove the rectangular shape of singular 

vectors in our formula,also we construct another recursion relation to calculate the 

coefficients of the singular vector. 
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1. Introduction 

Singular vectors of the virasoro algebra attract a lot of attention because of its 

relationship with correlation functions. Conformal field theories are Euclidean 

quantum field theories,and characterised by the properties that their symmetry group 

contains inaddition to the Eculidean symmetries, local conformal transoformations 

which are of special importance in two dimensions and have an infinite number of 

conserved quantities ,in [2] they studied 2D gravity coupled to 1c  conformal 

matter. 

In [4],thay built a singular vector for c < 1 and put a formula in term of Schur 

polynomial. [7] studied the integral form of singular vectors in term of Jack 

polynomial for special cases. 

   The paper[8] calculate an explicit formula for singular vectors (c < 1) which can be 

write in term of Jack functions with rectangular young diagram.[6] used Jack 

polynomials to prove AGT conjecture at central charge(c = 1) . We extend the 

formula in [4] for the cases (r; s) = (3; 4); (4; 4); and prove this formula for the 

general case, (r; s); (s; r).We will use correspondence between Calogero-Sutherland 

model and conformal field theory to construct a recursion relation  for the coefficients 

of the singular vectors. 

 

2. Virasoro algebra 

The Virasoro algebra generated  by ( ,nL n z ) and the centeral charge c with 

relations: 

2

,0[ , ] ( ) ( 1)
12

n m n m n m

c
L L n m L n n                              (1) 

as a representation space, we take Fock space pF : 



 

                                         1 2[ , ,...] ]F C a a P                                (2) 

we use the bosonic operators
,0[ , ]n m n ma a n  , and the vacuum vector |p > is defined 

by: 

                  0 | | , | 0,na p p p a p n z                                  (3) 

then the bosonic representation of 
nL is given as: 

                      
1

: : ( 1)
2

n n m m n

m z

L a a Q n a



                                           (4) 

The central charge c is given by: 

                                   
21 12c Q                                                 (5) 

The conformal dimension of the corresponding Virasoro representation is: 

                                                 
1

( ( 2 )
2

h p p Q                                          (6) 

we denote the Feigin-Fuch module with  ( , )F p q , the cohomology of Virasoro 

algebra M LF F   is studied in [2] where M, L are matter sector and gravity 

sector. 

We fix the matter central charge as in equation (5), the light cone combination is 

defined by: 

                                

1
( )

2

1
( )

2

M L

M L

Q Q iQ

i





 

    
                                               (7) 

here  P is the momenta and  Q  is the background charge, in term of two real 

parameters  r, s: 

                                         
1 1

,
2 2

r Q s Q  
                                  (8) 

so the momenta can be parametrized as: 

                        
21

( , ) 2
[( ) ( ) ]r s r s Q r s iQ                                         (9) 

from equations (1, 2, 7,9) we can write the generators 1 2,L L in the form: 

             

1

1 1 1

2
2

2 2

2 2 1

2 ( )

2 ( ) 2

j

j j

j

j

d
L jx Q P Q

x x

d
L jx Q P Q Q

i x x x





 

 




  

 

 
   

  




                        (10) 

 

and from properties of Schur polynomials [2]: 



 

                     

1 1 1

1

,..., , 1,..., ,..., , 2,..., ,..., 1, 1,...,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0, ( ) ( ) 0
n n n

m m n

n

l i m l m i

l i

k k k k k k k k k k k k

S x S x
x

l i x S x m i S x

S S x S x



  

 

   






  

  

                    

(12) 

we have: 

 

 

1 1

2 2

[ , ( )] [( 1) 2 ( )] ( )

[ , ( )] [( 1) 2 ( )] ( )

m m

m m

L S x m Q P Q S x

L S x m Q P Q S x

 

 

   

   
                           (13) 

 

The background charges  MQ  can be obtained by special rotation (2, )SO C  in (p; q) 

model, (
2

M p q
Q

pq


 ), also the discrete momenta

( )
( , ) ( , )

2

r s
p r s P p q


  . 

Now for the case   , , 1Mr s N c  , free field where ( 0MQ  ) the singular vector at 

level  k = rs  in term of Schur polynomials, also see [2]: 

                                 
,

2
( ) |r

M M

r s ns
S P P

n
                                                (14) 

 

where the coefficient can be obtained by applying the Virasoro generators: 

                                              0, 0nL n                                                      (15) 

and the Schur polynomails have ordered partitions in young tabluax:  

1 2

1 2

| | ......

..... 0

rk k k k

k k

   

  
 

note that equation (14), has a rectangular diagram and we will confirm it by applying 

(CSM)    at 1  . While for 1c  , and by changing coordinates in term of momenta 

and from equation (13), according to single raw(column) we have: 

                           
1,

,1

2
( ) |

2
( ) |

M M

s s n

M M

r r n

S Q P P
n

S Q P P
n





 

 

 

 

                                                 (16) 

For  r; s > 1 we use   2 ( ) 1Q P Q t      in equation (13), the cases (2; 3); (3; 3) in 

[2,4]. 

 

3. Extended states ( , ) (3,4),(4,3),(4,4)r s    

 

Now for the case  r = 3,  s = 4 , k=12 ,  22 4t Q    and after all permutation with 

lexographical order the singular vector has the form: 

          
2 3 1 2 3 2 3

1 2 3
121 2 3

12

3,4 , , ,

12 0

2
( ) |

k k k

M M

k k k k k k k n

k k k

S Q P P
n

 

  

   

   

                          (17) 

 



 

with manual calculations we have the coefficiens 
2 3

12

,k k  in term of 
12

0,0  : 

and some of them are: 

12 12 12 12

1,0 0,0 1,1 0,0

12 12 12 12

2,1 0,0 2,0 0,0

2
12 12

3,0 0,0

12

2,2

( 12) ( 12)( 8)
,

( 4)
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,

( 1)( 4) ( 1)( 4)
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 


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  
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   
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2
12 12

6,0 0,0
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8)( 7)
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t
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t t t t

t t t t t t

t t t t t t



 

 



  

      


  

     

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to avoid singularities in the terms we use: 

12

0,0

1

(13 ) ( ) ( 1)t t t t
 

    
 

with some algebra we have: 

 

 
 

     

2 3

2 3

2 3

,

,12

,

2 3 2 3

1

12 1 1
Q

t t t t

 

 

 




   





         
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and some
2 3,k k   are: 

         
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For   

    
1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4
121 2 3 4
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2
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k k k k

M
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 
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some of the coefficiens in term of 
12

12,0,0,0   are: 
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12 12
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We have : 
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also the coefficiens    
1 2 3 4, , ,k k k k  obey recurssion relation (22) and some of them are: 

 

12,0,0,0 11,1,0,0

10,2,0,0

, ( 9)( 10)( 11)(2 3)( 6)
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in the level s = r = 4 , become more complicated and after permutations of ordered 

partitions with the effect of 1 2,L L  we have: 

 
1
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1 2 3 4

( 1) 16
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and 
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by the action of 1 2,L L on  4,4 ,and after long algebra we calculate all 
1 2 3 4

16

, , ,k k k k  ,the 

first coefficients are : 

16 16
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(3 115)
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t

t t t
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16

0,0,0,0 appears in all coefficients ,so to avoid divergence in these coefficients we 
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where   
1 2 3 4, , ,k k k k  are given in term of t and some of them: 
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these coefficients obey the relation: 
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2
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

                                             (22) 

from the action of 1 2,L L . Note for c < 1, 
21 2 ( (4,4) ) 3 3Mt Q P Q Q       

, and for c = 1, t = 0, p = q = 1, all coefficients vanish expect  
16

4,4,4,4   

 

4. Singular vectors at rs level 

 

At level k = rs, the singular vector has the form: 
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where    1 2 ( ( , ) )M Mt Q P r s Q        and the coefficients 
1 ,......, rk k  from the action 

of 1 2,L L . 

 

Proof. By induction, 

if ,r s is true at somek, 1,2,.......,k n , then it ie true at level k + 1. But k has two 

variables r; s which are positive numbers, if we raise s to s + 1 and to keep the 

degenercy for the singular vector. We take ( 1)k r s   so  1k k r  for the 

equation (23), and level increases by r which distributes over all terms with ordered 

partitions. So: 
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Put  
1 2 ...... rk rs r k k            we have: 
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Which is  the same as equation (23). 

 

Now in the negative part of oscillator   ,Q Q t t    , the level increases by s, put  
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and the singular vector at this level has the form: 
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For 2( 1). 1, 1, 1c q p Q t r s       , all terms vanish except 
, ,..., |rs s s s

S P    

which has a rectangular shape 

 

Example: 
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
    

 
 

     

 
 

   
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2,2,2

2) ( 1)

( 4)( 1)

(3 ) ( 2) ( 1)

t

t t

t t t


 

 
 

     

 

 

and 

 



 

0,0 1,0

1,1 2,1 2,2

2,0

2

2,3

5

( 4)( 1)

( 4 1)

t

t t

t t

  

  



   

     

  

 

which are the coefficients of Schur Functions at level 6 and three orderd partitions: 

 

6,0,0 5,1,0 4,2,0 4,1,1 3,3,0 3,2,1 2,2,2, , , , , ,S S S S S S S  

 

  

5 .The relation between Calogero-Sutherland Model and CFT at (c=1) 

 

[8] studied the action of 
nL  operators and dealed with left word action on Jack 

polynomials, also rightword action gives the same results. 

The generalized Laplace-Beltrami operator is Calogero-Sutherland Hamiltonian: 

 
2

1

1
( ) ( )

2 2
j

n
i j

i i j

i i ji i i j

x x
H x x x

x x x x x



 

  
  

   
                      (28) 

This hamiltonian acts on any symmetric function with orderd partition  

1 2( , ,......., )i     whith eigen value   2

1

1
( ( 2 1)

2

N

i i

i

N i  


     

 

Now for CSM at  1  deals with Schur polynomials with (p, q) model 

1,
p

p q
q

     ,which is for free field theory at c = 1. 

by using virasoro generators and Hiesenberg operators an , the hamiltonian takes the 

form [1]: 

 

                         0

1

( 2 )n n

n

H a L N a p






                                                 (29) 

0N  is the number of variables,the momentum    i n nn
p a a  

 

the singular vectors have rectangular shape diagram: 

, , , ,...., ,| |r

r

r s r s s s s r ss
S A S A   


 

where ,r sA , is a state comes from changing Verma modula to Fock space. 

1
,

2

0 , , ,

( )

| |

r s

r s r s r s

A r s

L A h A




 

 

h  is the conformal weight      2

,

1
( )

4
r sh r s    so: 

2

, ,

1

2
r s r sh A  

by the action of 1 2,L L , on this singular vector: 



 

                                    11 ( , ) 0,0 , 1
| 2 | 0r rr ss s s

L S A rsA S  
                                      

(30) 

0,0 , 0r r s sA A    ,means that we absract one box from the lower right corner of 

Young Diagram. 

 

2 2 22 , 0,0 ,,( 2) ,( 1)

( 1)( 1)
( ) | 2 ( ) ( ) |

2
r r rr s r ss s s s s

s r
L S x A rs A S S A  

 
          

(31) 

 

Note that the singular vectors are not singular vectors in Calogero-Sutherland model  

(CSM), so when we  act by  the hamiltonian on the singular vector, the first term of  

the hamiltonian vanishes then: 

                                                
, 0 0 ,( 2 )r s r sH N a p                                                 

(32) 

for the second term: 

0

1

0 0

1

2

0

1

1
| | ( ) |

2

| |

( 2 ) | ( ) |

( ) ( ( 2 1) )

rs rs rs rs

n n rs rs

n

n n rs rs

n

N

i i

i

a A A A r s A

a a A N A

N a a a N N r s A

N N r s N i



 











   

 

    

     







 

then for  1   the Fock space  
,
( , )

r sAF r s z  have singular vector of rectangular 

shape 
,

2
( ) |r

M

n r ss
S P A

n
  , which confirm our result. 

  For (c < 1) ,the first term in hamiltonian vanishes,the second term give us: 

 

         

1

1

1 2
.... 01 2

1

2

, ,... ,..,

.. 1

,..., ,...,

( ( 2 1) )( 1) ( )

2
( ) |

i r

r
k k k r

i r

r
k rs

r s i i k k k

k k k rs i

M M

k k k n

H k N i k Q

S P P
n

 

   



    



     

 

 
                 (33) 

which is another recursion relation to calculate the coefficients for the singular vector 

at any level. 

 

conclusion: 

we calculate the coefficiens for the singular vector at higher level  rs  12, 16 and 

prove the general formula at any level by induction,for special case at central charge(c 

= 1),we use the relation between conformal field theory and Calogero-Sutherland 

model to prove the rectangular shape of the singular vector in term of Schur 

function,and construct a recursion relation to calculate these coefficients at minimal 

models (c < 1) . The singular vector at (c < 1) comes from the linear combination of 

all permutatioin for orderd Schur  polynomials and it has a rectangular shape. 

 

Appedix 



 

 

The action of 
1 2,L L  Virasoro generators in equation (10), can be derived from the 

definition of those generators equation (4), we prove equation (13): 

1

1 1 1

2
2

2 2

2 2 1

2 ( )

2 ( ) 2

j

j j

j

j

d
L jx Q P Q

x x

d
L jx Q P Q Q

i x x x





 

 




  

 

 
   

  




                            (34) 

we correct the last term which must be devided by 2 : 

                        

1 1

1 1

1

[ , ( )] | ( ) |

( ) 2 ( ) ( )

k k

j k j k

j

L S x P L S x P

jx S x Q P Q S x


   



 

  
                             (35) 

  

put j + 1 = m, and by the properties equation (34), we have: 

                1 1[ , ] [( 1) 2 ( )] ( )k kL S k Q P Q S x                                   (36) 

Now for the action of 2L : 

         
2

2

2 2
1 2 2 1

( ) ( )
2 ( ) 2k k

j

j j

dS x S x
L jx Q P Q Q

x x x



 

 


   

  
                           (37) 

 

put  m = j + 2, and also by equation (12): 

       

2 2 2 2

1

2

[ , ] ( 2) 2 ( )] ( )

[( 1) 2 ( )] ( )

k m k k

m j

k

L S m x S Q P Q S x

k Q P Q S x

   

 

 

   

   


            (38) 

 

References 

 

[1] Awata.H, Matsuo.Y, Odake.S and Shiraishi(1995),J, Collective field theory, 

Calogero- Sutherland modeland generalized matrix models, Phys. Lett. B347      

pp 49-55. 

[2] Bowknegt P. and MacCarthy J. and Pilch K.(1991), BRST analysis of physical 

states for 2D gravity coupled to c < 1, CERN-TH 6162/91, pp 347-379. 

[3] Bowknegt P. and MacCarthy J. and Pilch K(1991)., CERN-TH 6279/91. 

[4] Chair N. and Dobrev V. K. and Kanno H(1992)., SO(2; c) invariant ring 

structure of BRST cohomology and singular vectors in 2D gravity with c < 1 

matter, Phys. Lett. B283, pp 194-202. 

[5] ] Macdonald. I.G(1995), Symmetric functions and Hall polynomials, 2nd 

edition, OxfordUniversity Press . 

[6] Mironov.A, Morozov.A and Shakirov.Sh(2011),A direct proof of AGT 

conjecture at 1  ,JHEP  1102:067. 

[7] Mimakhi K. and Yamada Y. (1995), Singular vectors of the Virasoro algerba in 

terms of Jack polynomials,Commun. Math. Phys. 174, pp 447 - 455. 

[8] Sakamoto R. and Shiraishi J. and Arnaudon D. and Frappat L. and Ragoucy E. 

(2005), Correspondense between conformal field theory and calogero-sutherland 

model, Nucl. Phys. B704, pp 490 - 509. 



 

[9] Stanley.R.P(1989), Some combinatorial properties of Jack symmetric 

functions, Adv. in Math. 77 pp 76-115. 

[10] Wuxing Cai and Naihuan Sing.( 30 May 2011), Application of Laplace-

Beltrami operator for Jack polynomials, arXiv: 1101.5544[math QA]  

. 

 

 

 



1 
 

 

 الفصل الأول

Chapter 1 

   والدوال المتناظرةنظرية الحقل التوافقيمقدمة عامة حول 

General Introduction About Conformal field theory and 
Symmetric Functions    

 

( (Conformal Field Theory   نظرية الحقل التوافقي1-1

ي الاقميدي وـ الكـالحقؿىي نظريات (الكونفورمي)نظرية الحقؿ التوافقي 
)َQuantum Field Theories ) التي تتميز بصفة التناظر لمحتويات المجموعة

 أنيا تحفظ أي) إلى التناظر الرياضي الاقميدي والمحتويات التوافقية المحمية إضافة
و نظرية الحقؿ التوافقي في بعديف تحتوي عدداً لانيائياً مف الكميات  (الزوايا 

. ظة والتي يمكف حميا باستخداـ التناظر وحدهوالفيزيائية المحؼ

 أففقي منذ القد تركز اىتماـ عمماء الفيزياء النظرية الحديثة عمى نظريات الحقؿ التو
وبدأت تشرح الظواىر  وتمعب دورا مركزيا في نظرية , ارتبطت بالفيزياء النظرية 

ر وىي في الوقت الحاضر واعدة ومرشحة لتمعب دورا ميما في نظرية االأوت
ات ي في الرياضااُ  رئيسيتتثيراً  ليا أفكما , لجميع القوى (Unifying Theory)التوحيد

 Vertex Operator Algebra))ثالحديثة خاصة في جبر المؤثرات الرأسية 
. Finite Group ) ) المنتييةزمرواؿ

 Conformal)افقيا محددتوفتف ىذا يتطمب ثباتا , الأصميومي الكـالحقؿوكما في 
invariance) ف كؿ الجسيمات كالاستثاراتإوبالتالي ؼ (Excitations)  تكوف

كما , ؿ التوافقي في بعديفحؽعديمة الكتمة تقريباً في حدود الطاقة العالية لنظرية اؿ
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 كما , حالات التقريب في مظاىر عديدة مف تركيب النظرية البنائي لا يتغيرأفيعتقد 
ؿ التوافقي التي تشرح النماذج ذات الكتمة حؽلؿ  العيب الشكمي لنظريات اؿخيت

[ .Gaberdiel and …(13)] (.Massive Models)المصمتة

 

صوؿ مختمفة في أف الاىتمامات الحالية في نظرية الحقؿ التوافقي ترجع إلى       إ
ف إمي الاقميدي ؼمومف خلاؿ نظريات الحقؿ الؾ.نيكا الإحصائيةاوصؼ الميؾ

 النظريات التوافقية تشرح النظاـ في النقاط الحرجة حيث يكوف طوؿ
 singular)اً,والذي يرتبط بالشعاع المنفردمتباعد (correlation length)الترابط

vector).غفوالنظاـ البسيط الذي يحدث فيو ىذا يسمى نموذج ايس(lsing Model )
والتي تكوف فييا المواقع تمثؿ ذرات , وىو نموذج صيغ مف خلاؿ شبكية في بعديف

σ) قيـ يتخذ( spin)وكؿ ذرة ليا سبيف, لانيائية لبمورة في بعديف = ±1 )   ,
. الطاقة المغناطيسية لمنظاـ تعطى بدلالة ىذه القيـو

ذا  طوؿ  بدلالة ىف المعدؿ الحراري يعطإ اعتبرنا النظاـ عند درجة حرارة محددة ؼوا 
والخصائص المغناطيسية تشتؽ مف ,ودرجة الحرارة( correlation length)  الترابط

  الترابططوؿ والنظاـ يمتمؾ درجة حرارة حرجة عند ما يكوف,دالات الارتباط
تصؼ دالة الارتباط        ( Continuum theory) ةوالنظرية المتصؿ.متباعداً 

    قياسيحيث تصبح عندىا ذات ثبات , لمسافات كبيرة بالمقارنة مع فراغات الشبكة
(scale invariance )  , في بعديف يكوف ذا ومي في الحقؿ الكـقياسيوكؿ ثبات 

.  تقريبي لمنظاـ الحقيقي تقديروىذا يقود إلى أف نموذج ايسنغ ذو,ثبات توافقي فعمي

ني الذي تمعب فيو نظرية الحقؿ التوافقي دوراً كبيراً ىو نظرية ا      الحقؿ الث
كما في نظرية - وفييا لا تعتبر الأشياء نقاطاً مادية, (string theory)راتوالأ

تار يمكف أف تكوف حمقات ووىذه الأ,  ذات بعد واحد كتوتارولكف  – وميالحقؿ الكـ
وىي تتفاعؿ مع بعضيا عف طريؽ (O.S.T)أو ذات بداية ونياية   (C.S.T)مغمقة 

 كؿ منيا إلى اثنيف وطريقة اىتزازىا تحدد طبيعة وانشقاؽضماميا معاً أو تفرقيا اف
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 أو (graviton) الغرافيتوفأو (photon)ونوع حاملات القوى  كالفوتوف,الجسيمات 
وتتـ دراسة التفاعلات بيف ىذه الأوتار مف خلاؿ الشعاع .z أو  (Gluon)الغميوف

 .  المنفرد الذي يصؼ كيفية ارتباطيا ونوع التفاعؿ بيف الحقوؿ المتواجدة

ف مف بعضيما ا دقيقتيف تقتربأي أفنّ حيث , وبالمقارنة مع تجاذب الدقائؽ المادية  
 العادي وميعديدة في الحقؿ الكـ(Divergences ) تباعدات درجة كبيرة تحدثإلى
يث درجات حوالوتر لا يشبو  الدقائؽ مف ,نتشاراً ا أكثر تفاعؿ الوتر إفولذلؾ ؼ,

 space-time ) فيو لو درجات حرية داخمية تصؼ طرقاً مختمفة لاىتزازه  ,الحرية
 ,( World Sheet)وىذه الاىتزازات تفسر كدقائؽ مادية تتواجد في عالـ البعديف,

. فاف والمؾا خلاؿ الزـةً متد منتشرتر  اتو يجعؿ الأالأبعادوالسطح ثنائي 

 

 

 التحويلات الأساسية في نظرية الحقل التوافقي1-2 

( Basic transformations in conformal field theory: ) 

نتقاؿ الطور في افي نظرية الظاىرة الحرجة وعند نقاط , الإحصائيةفي الفيزياء 
عرؼ مقياس التناظر العاـ ( Second Order Phase Transition)الرتبة الثانية

والتي ىي ( Gauge Theory)وفي النظرية المعيارية, واستخدـ منذ سنيف عديدة 
ىناؾ نظاـ فيزيائي يتكوف مف مجموعة ,  الطور في الرتبة الثانية انتقاؿعند نقطة 

}  {الأساسيةمف المؤثرات  ( )x,  أبعادولو مقاييس } i { (  مرجع[ 

: وتحت نطاؽ تحويلات في الفضاء 

𝑥 →  𝑥                                             (1.1)ג
 ىي ثابت גحيث أف  

 :والمؤثرات الأساسية تحوؿ كالتالي 
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  ( ) ( )i

i ix x   
                       (1-2) 

 

 

فيما ستؤوؿ إلى  ما يسمى بالوزف   (dimension)تشير إلى البعد    )  )و   
وىذا بدوره يعادؿ الطاقة أو السبيف حسب النموذج  ( conformal weight)التوافقي 

( correlation functions)وىذا يعني أنو عند ىذه التحويلات فتف دالات الارتباط 
    الأساسيةلممؤثرات 

1 2( ) ( ).....x x  وبشكؿ خاص فتف دالة الارتباط ,  لف تتغير  
لنقطتيف  

           
1 2

( ) ( )
| | i

i j

const
x x

x x
 


 


                                               (1-3) 

 وىذا البعد الشاذ إيجاده,   يمكف iف البعد    إولذلؾ ؼ. وثابت المعايرة عشوائي 
وبشكؿ عاـ .  الحرة غير المتفاعمة حقوؿ لؿ(canonical)نونيةايختمؼ عف الأبعاد الؽ

. تتفاعؿ بقوة بينيا (الحقوؿ) المؤثرات أفنو يكوف في الظاىرة الحرجة بحيث إؼ

القوى لممنفردات )وىناؾ طرؽ تقريبية  وعددية وتحميمية لحساب المعاملات الحرجة 
وتقوـ عمى فكرة . غير التحميمية في الطاقة المغناطيسية بالقرب مف النقطة الحرجة 

وأنو  (2-1)أف نظريات النقطة  الحرجة لا تتغير عند التحويلات المحمية مثؿ    
. ىناؾ شرط لدالات الارتباط لنقطتيف وىو التعامد

مع ملاحظة أننا نتكمـ عف دالات الإرتباط التي يشكؿ الشعاع المنفرد الجزء الأساسي 
فييا ويستخدـ في دراسة طوؿ الترابط بيف الجزيئات أو الذرات عند النقطة الحرجة 

 . وأثر تدفؽ الطاقة عند تمؾ النقطة 

 

والتناظر التوافقي كذلؾ يحدد الدالات لثلاث نقاط  
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 1 2 3 1 3 2 2 3 1
1 2 3

12 13 23

const

x x x
 

        
   

(4-1) 

 

.  محددةً اً ا تتبع قيودأنو إلاوكذلؾ لمدالات الأعمى مع أنيا غير محددة 

حيث  (Two Dimension)والوضع يختمؼ بشكؿ واسع في النظريات ذات البعديف 
:  البعديف واللانيائي تتعمؽ في نقاط في الفضاءيأف التحويلات في الفضاء  ذ

 

                                       
1 2 1 2

( )

,

z z f z

z x ix z x ix

 

   



        (1-5) 

 

) حيث أف   )f z  (الحقوؿ    )والمؤثرات   . عقديةفي الإحداثيات اؿ   دالة تحميمية  
: الأساسية تصبح

         

______

( , ) ( ( )) ( ( ), ( ))i

i iz z x f z f z  
                                                 (1-6) 

 

)حيث أف  )xتعطى بالعلاقة     :

                                             
( )

( )
df z

x
dz

                                                              (1-7)  

 

بيلافيف,بولياكوؼ و زامولوتشيكوؼ ] والنظريات التوافقية ذات البعديف طورت مف قبؿ
(3)                 .]
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والتناظر اللانيائي فييا يجعؿ النظريات محددة  لمحصوؿ عمى وصؼ متكامؿ 
وحساب دالات الارتباط واشتقاؽ ,  مثؿ البعد التوافقي , (المؤثرات)لطيؼ الحقوؿ 

 . (المؤثرات)المعاملات الجبرية لمحقوؿ 

,ومؤثرات نظرية الحقؿ التوافقي   
( , )z z

  والتي تتحوؿ في ظؿ تشوىات توافقية  
 :بحيث أنيا تتعمؽ بتحويلات محمية 

 

, ,
( , ) ( ( )) ( ( )) ( ( ), ( ))z z f z f z f z f z  

   
   

(8-1) 

:  يعطى بالعلاقةmetric element))متري العنصر اؿ

                                        

                                             dx dzdz                                                   (1-9)       
 

: والشكؿ المتناىي لمتحويؿ أعلاه يكوف 

 

                             

( )

( )

z z z z

z z z z





  

  



                      (1-10) 

 

,
( , ) ( , )

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( , )z

z z z z

z z z z z z z z z

 

     

 
 

        

 
 

(11-1) 
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) النظرية تتكوف في مستوى   أفويمكف اعتبار التحويلات التوافقية بافتراض  , )z z      
) الدالة أفو,       ( z=0)حوؿ النقطة الأصؿ   )z    والمعمومات الكاممة تحميمية
)     (الحقؿ) لممؤثر ومي حوؿ نظرية الحقؿ الكـ , )i z zفي دالات ة    موجود 

الارتباط 
1 2( , ) ( , ).........z z z z   ,

[Dotsenko (9)] 

 energy) ىو موتنّر الطاقة آخرولكي يتـ حساب دالات الارتباط يضاؼ مؤثر 
tensor )( , )T z z ىو عبارة عف كمية فيزيائية تصؼ الكثافة أو تدفؽ الطاقة  والذي

أو الاندفاع في الفضاء الزماني والمكاني ويعتبر مصدر حقؿ الجاذبية في معادلات 
تـ توليده مف ي   والذي - اينشتايف كما أف الكتمة تعتبر مصدر الجاذبية النيوتنية

تحويلات توافقية لدالة الارتباط بعد عمؿ تحويلات توافقية لمحقؿ في التكامؿ 
تغير قيمة   ىذه التغيرات لمحقؿ لالأفوذلؾ  (Functional Integral)الاقتراني 
.  والمتطابقة تتخذ الشكؿ,الاقتراف

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1
[ ( ) ( , ) .... ( ) ( , ) ....

2

[ ( ) .... ( ) .... ]

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ....

ZZ zz
c

ZZ ZZc

i i i i i i i i

i

d T T
i

d T T

z z z z

             


        

    

    

     

          









 

                      (1-12)      

                     

وتحت ىذه التحويلات يدخؿ المؤثر إلى النظرية   ,cوالتكامؿ عمى المسار المغمؽ 

 { , , , }zz zz zz zzT T T T T                                              (1-13) 
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ولقيـ .د الأوؿ مف الجية اليسرى لممتطابقةح مف الثبات التوافقي لمنظرية يبقى اؿ
)خاصة لػ        )zمثؿ   :

( )z a const    

 (1-14)و

0( ) ( )z a z z   

    (13-1)نيف حفظ الطاقة مف المعادلة     اف ىذه الحالات الخاصة تعطي قوإؼ
: بحيث أف  

            
1 2

1 2

( , ) ...... 0

( , ) ...... 0

z zz

zz

T z z

T z z





  

 
             (1-15) 

: وىذا يعطي

                             0zzT                                                                       (1-16)                               

 

 

: وتصبح المتطابقة 

 

                      

   
1 2

1 2

1
[ ( ) ( , ) .... ]

2

( ( ) ( ) ) .....

ZZ
c

i i i i

i

d T
i

z z

      


  

  

    






   (1-17)                                                                                                    

 بعد واحد بدلا مف بعديف ويمكف استبداؿ الطرؼ الأيمف إلىوتنخفض  المتطابقة 
. بتكاملات كنتورية 
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1 2

1 22

( ) ( ) ....

1 1
( )( ) ....

2 ( )i

z

i
i

c
i i i

dz z T z

dz z
i z z z z

 

 


 


   

 
 

 

                                                                               
(1-18) 

 

)    أفوبما  )zالمتطابقة إلى ىذا يؤدي أف   ىي دالة عامة ؼ : 

1 2

1 22

( ) ....

1
( ) ....
( )

z

i
i

i i i

T z

z z z z





 


   

 
   

(1-19) 

 

. وىذه ىي العلاقة الأساسية في نظرية الحقؿ التوافقي وكؿ العلاقات الأخرى تتبعيا
}     الأساسية المؤثرات إلى وبالإضافة }iف مؤثرا جديدا ينتج إموتنّر الطاقة ؼ    و
1مف      1( ) ( )T z z 

 

 

(1-20)       
                                                                                  

                                                        

2nوينتج مف نشر المعاملات في ىذه السمسمة           دالات ارتباط جديدة     
2 3

1 1 1 1{ ( ), ( ),.....}z z   . 

ومف علاقة موتنّر الطاقة مع   مولدات فيراسورو  

1
1 1 1 1 1 1 12

1 1

( 2) ( 3)

1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ...............

T z z z z
z z z z

z z z z

  

  


  

 

   
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                        2

( )
( )

( )

n

n
n i

L z
T z

z z









                   (1-21) 

حيث أف  
nL ىي مولدات جبر فيراسورو  (Virasoro Generators )  لمحقوؿ

المشتقة مف الحقؿ الأصمي وتمثؿ مف خلاؿ مؤثرات ىايزنبرغ لمخمؽ والإفناء  
,n na a  ,     

,[ , ]n m n ma a n 

 

    عمى الحقؿ الأصمي  nLومف تطبيؽ  

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

i n

n

o

z L z z

L z z

L z z z

L z z z

 



 

 









 

 

 

                       (1-22)  

 

 كذلؾ

                                             

       ( ){ : 2}n

nT L n  

   


                     (1-23) 

 

}والمؤثرات الأساسية   }i عند تطبيؽ عميياساسية ونحصؿ أ    ىي حقوؿ( )T       
ظمة أفخصائص التحويلات التوافقية وعند تطبيقيا عمى  ليا عمى مؤثرات جديدة 

    قد  والبعد التوافقي .  الطاقة أوفيزيائية يصبح ليا مشاىدات مثؿ السبيف 
1 حقوؿ لا نيائية إفمعاملات حرارية ولذلؾ ؼأو يعرؼ المغناطيسية  2( , ,....)n n 

 تنتج 
 مف الحقؿ الأساسي 

 1 2 )

1 2.

( , ,...,

1.... ( )k

k

n n n

n n nL L L z                    (1-24) 
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مع ملاحظة أف التحويلات التوافقية لمشتقات الحقوؿ تختمؼ عنيا لمحقوؿ الأساسية  


,0     ولا تحقؽ الشرط     0nL n   

nLويمكف كتابة      ي  بشكؿ  تكامؿ كنتور  

2

( 1)1
( ) ( ) ( ) ( )

2

n

n

c

L z d z z
i

   


               (1-25) 

جراء عمميات  حسابية    العلاقة التبادليةوبعد إجراء  بيف مؤثريف لموتنّر الطاقة وا 
 :يدوية نحصؿ عمى العلاقة الرئيسية في جبر فيراسورو

                                                                           

 

2

,0

( 1)
[ , ] ( )

12
n m n m n m

n n c
L L n m L  


                                  (1-26) 

الذي سنتعرؼ عميو  ( Virasoro Algebra )ىي جبر فيراسورو العلاقة وىذه 
 ومقدار ىذا  (central charge)ةالمركزي ىو ثابت ويسمى الشحنة(c)لاحقاً, و 

1 )الثابت يعتمد عمى النموذج الذي يتـ التعامؿ معو فيو يساوي

2
في نموذج ايسنغ  (

. في النموذج الحرج ويبيف نوع التفاعؿ بيف الحقوؿ المختمفة (26)و 

مف  (scale ivariance)حقيقةً ناجـ عف كسر تناظر صمود القياس  (c)اف ظيور 
عند معالجة نظريات  (c)خلاؿ ادخاؿ مقياس ما عمى النظرية , علاوةً ذلؾ تظير 

منحنية حيث تكوف دلالةً عمى الشذوذية في اثر  (manifold)حقوؿ عمى متنوعات 
 .الاندفاع –موتنّر الطاقة 

 مف موتنّر اثنيف يتـ الحصوؿ عمييا مف المتطابقة التي تحتوي عمى  أعلاهوالمعادلة 
. الطاقة 
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1 2

1 2 1 24 2

1 2

( ) ( ) .......

/ 2 2 1
..... ( ) ( ) ....

( ) ( )

1
: ( ) ....

( ) ( ) i

z

i
z

i i i

z z

c
z

z z z z z z

z
z z z z



 



   

       
    


     

  


 

(1-27) 

 

 

  :ؿ يتـ الحصوؿ عميو مف دالة الارتباط لنقطتيفووالحد الأ

                                   / 2
( ) ( ) ....

( )

c
T z T z

z z
  


                                                                                                            

                                                       (1-28)                  
/إفنّ ظيور الحد      2

( )

c

z z
 وعدـ ظيور الحد الذي عمى الشكؿ  

3

( )

( )

T z

z z
   نتج 

 العلاقة  نستخدـضمياولمناقشة خصائص ابعد لممؤثر التؼ.عف معدؿ موتريف لمطاقة 
              . لتوليد أكبر عدد ممكف مف المؤثرات nLالتبادلية لػ    

0nL                              (1-29 ) 

)   يعرؼ عند النقطةnLالمؤثر   )z oداخؿ دالات حقوؿ  ويؤثر عمى جميع اؿ 
ؿ في وويشرح الطيؼ الكمي لمحؽ. يحيط بجميع النقاطcالارتباط لأف المسار المغمؽ 

}ساسية أ( حقوؿ) مؤثرات بسبب تواجدنظرية الحقؿ التوافقي  }
i

   , والمؤثرات     
}  التفاضمية  }n


 . الأساسيؿ حؽ مف اؿ ىي حالات فيزيائية تـ بناؤىا 

)موتنّر الطاقة   )z يصنؼ ضمف ىذه العائمة كمؤثر مف الرتبة الثانية لمؤثر 
. الوحدة

         0( )z const    (30-1                           )  
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                                                       تمثؿ مؤثر الوحدة0إف 
                          

11
( ) ( ) ( ) ( )

2
z

n

n

c

L z d z z z
i

   


                   (1-31) 

(1-32)                     2 11
( ) ( ) ( )

2
zc

d z z z
i

 


          

 

 مولدات فيراسورو تتعمؽ بمجموعة لا نيائية مف المولدات لمتحويلات أفومف معرفة 
.  يحدد النظرية وبالتالي يعرنّؼ جميع دالات الارتباطا استخداموأفو.التوافقية 

 

}لدينا عدد لا نيائي مف المولدات    }nL وبوجود معادلات شرطية ليا عند تطبيقيا  
والعائمة مف المؤثرات      الأساسيةالحقوؿعمى 

1
......

kn nL L  
 تنظـ في أف   يمكف 

: مستويات

. في المستوى الأوؿ 

                                  

         1 zL                                            (1-33) 

: والشرط يصبح

        1 0 0L                                               (1-34) 

 

0    ة مؤثر الوحدإلىوالذي يقود   
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2ف اني لدنيا مؤثرافي المستوى الث

1 2,L L    
 ومف الشرط عمى  . 

 يتكوف لدينا 
 :معادلة 

    

(1-35)                                           2

2 1L aL o    

لاوالتي ليا نفس البعد   المؤثر في الجية اليسرى مف . ينكسر سوؼ  التناظر إف ؼوا 
  بخصائص التحويؿ التوافقي   الأساسي توافقي مثؿ المؤثر (1.35)المعادلة 

. ولذلؾ  فتف المعادلة  تتحقؽ بدوف كسر التناظر . (1.8)

:  نحصؿ عمى فتننا(  1.29)ومف  تطبيؽ الشرط 

 
2

1 2 1

2

2 2 1

( ) 0

( ) 0

L L L

L L L

 

 

 

 

 

 
                         (1-36) 

 

: نحصؿ عمى  (27-1)وباستخداـ العلاقة التبادلية 

            

  
3

2(2 10

2 (5 8 )

(2 1)

a

c




 

  


 

                                  (1-37) 

ولذلؾ فتف .  ىي الشحنة المركزية وفي النظرية تتخذ مقداراً محددا cحيث أف  
  فتنو يمكننا  مع مقداروبالنسبة لممؤثر  .تعرؼ البعد    (37-1)المعادلة 

: أف نشترط  المعادلة المقيدة 

     2

2 1

3
0

2(2 1)
L L   


                        (1-38) 
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,0  إلىيؤدي  (1-34) و تطبيؽ متطمبات مشابية عمى المستوى الأوؿ  I   
وبوجود . الارتباط ليذا المؤثر الخاصةتتضمف داؿ (38-1) المعادلة  إفولذلؾ ؼ.

حقؽ المعادلات التفاضمية وبطريقة مباشرة مثؿ القيود الموجودة في ت تأخرىمؤثرات 
( . 38-1)المعادلة 

 

 Fermionic and Bosonic )النظام الفيرميوني والنظام البوزوني 3-1
system ) :

يتـ التعامؿ مع الجسيمات في الميكانيكا الإحصائية حسب السبيف فإف كاف عدداً 
1)فردياً مف مضاعفات 

2
يصنؼ عمى أنو فيرميوف ويخضع لإحصاء فيرمي, وأما  ( 

1)إف كاف السبيف عدداً زوجياً مف مضاعفات   

2
فيتـ تصنيفو عمى أنو بوزوف  ( 

 .ويخضع لإحصاء بوز

  :الفيرميونات - أ

 بتولي للاستثناء لمبدأوي نصؼ عدد صحيح فردي وتخضع اجسيمات ليا سبيف  يس
 ومف صفتيا عدـ ومية فيرميونات لنفس الحالة الكـامتلاؾوالذي ينصنّ عمى استحالة 

نيكا ا اثنيف منيا وعند دراسة الميؾأي لحالات الجسيمات  العديدة تحت تغيير ناظرالت
a, خافض مثؿوالآخرف احدىما رافع ا لمفيرميونات يستخدـ مؤثروميةالكـ a  عمى 

وىذه المؤثرات تخضع . الترتيب للانتقاؿ بيف حالات الطاقة المتباينة في فضاء فوؾ 
: التالية  ((anticommutation relationلمعلاقات عكس التبادلية 

 

  { , } 1a a                              (1-39) 

 

 { , } { , } 0a a a a                         (1-40) 



16 
 

: ومف العلاقات السابقة يمكف تعريؼ الفضاء الفيرميوني بالشكؿ 

                    
| 0 0

| 0 |1

a

a



 
                  (1-41) 

                                    

 الفضاء الفيرميوني  يحتوي عمى مستوييف مف مستويات الطاقة ىي الحالة إفولذلؾ ؼ
. الأرضية وحالة أخرى

   

(  Operator number)  لمنظاـ الفيرميوني بدلالة رقـ المؤثر Hيعرؼ الياممتوف 
N a a1 : كما يمي

( )
2

fH N  

ة التي تتكوف مف عدد فردي  مف مركبوتعتبر الالكترونات والبروتونات والجسيمات اؿ
. المكونات الأولية أمثمة عمى الفيرميونات

 :البوزونات - ب

كما أنيا لا تخضع لمبدأ بتولي , وي عدد صحيح اىي جسيمات تمتمؾ سبيف  يس   
.  عدد مف البوزونات في حالة كمية واحدةأيحيث أنو يمكف أف يتواجد – للاستثناء 

 والآخرنيكا الكـ مف خلاؿ مؤثريف احدىما رافع انتعامؿ مع البوزونات  في ميؾ
b,خافض  ويرمز ليما عمى الترتيب   b .  ف بالعلاقة التبادلية اويرتبط المؤثر

(commutation relation) التالية :

  

   
[ , ] 0

[ , ] 0

b b

b b 




                      (1-42) 
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ي مف مستويات الطاقة المختمفة في الفضاء البوزوني  نستخدـ التتثيرات أ ولإيجاد
 :التالية

 

  
| 0 0

( )
| 0 |

!

n

b

b
n

n





            (1-43) 

                     

 الفضاء البوزوني يحتوي عمى عدد ىائؿ مف مستويات الطاقة حسب أفومنيا نجد 
bعدد المرات التي يطبؽ فييا المؤثر الرافع    .  

 

: ويعرؼ الياممتوف لمنظاـ البوزوني كما يمي

 
1

( )
2

bH b b             (1-44) 

N  بدلالة رقـ المؤثر  nويصبح مقدار الطاقة لممستوى  b b :  

 

 1
( )

2
bH n         (1-45) 

1,2,........n    

 

  التي تكوف مف عدد زوجي مف مركبةوتعتبر الفوتونات وجسيمات الفا والجسيمات اؿ
 المكونات الأولية أمثمة عمى البوزونات
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 :(partition ) التجزئة4-1

1nتجزئة أي عدد صحيح    1 ىي متتالية منتيية مثؿ 2( , ,..., )m    
1بحيث أف  2 ... m      ومجموع ىذه الأعداد يساوي ,  n:  

                         1 2| | ... m n                                                             (1-46)      

                                                                                                                        

 فيسمى n,  والاقتراف الذي يعطي  عدد التجزئات الممكنة لعدد صحيح موجب مثؿ 
)ويشار إليو بالرمز   ( partition function)باقتراف التجزئة  )p n. 

5n:  و مثاؿ عمى ذلؾ   
5 5

4 1

3 2

3 1 1

2 2 1

2 1 1 1

1 1 1 1 1



 

 

  

  

   

    

                            

(5) يكوف       (5) وعدد التجزئات لمعدد  7p  

, وتستخدـ التجزئة  (ordered partition)ما ييمنا ىنا ما يسمى بالتجزئة المرتبة 
 .لتمثيؿ الاقترانات المتناظرة عند أي درجة

 :ولتوضيح المفيوـ نعطي الأمثمة التالية

  والذي يمثؿ اقتراف مف الدرجة الخامسة  ىي5تجزئة العدد  

 (5),(4,1),(3,2),(3,1,1)(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1)  
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   ىي 4تجزئة العدد  

 (4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1) 

 

                             

 

 

  برقـ يبيف عدد مرات التكرار التي تحصؿ مثاؿ عمييا إليياوالتجزئة المكررة يشار 

2 2 3(65533222) 65 3 2 

 Young)وتمثؿ التجزئة لأي عدد باستخداـ النقاط أو مربعات فيما يسمى جدوؿ يونغ
Tableau )المرتب تنازلياً,ونعطي مثاؿ عمى ذلؾ في الجزء التالي. 

: ( Young tableau and symmetry) والتناظر يونغ جدول5-1

 مف العناصر nوتحتوي nS متناظرة مثؿزمرةطريقة لتمثيؿ  (Young)أوجد يونغ
 الأصغرقة وحيدة في حالة التمثيؿ يتناظرة وتبيف أف ىذه الطرـباستخداـ التباديؿ اؿ

(                                                        Young tableaux) يونغ جدوؿ وسميت فيما بعد باسـ زمرلؿ

1)ةتجزئؿؿغ  يوفجدوؿ و 2, ,...., m   )  لػn يمثؿ بصفوؼ عددىا m تحتوي أو 
.   منياi يظير فيو  iخلايا أو نقاط أو مربعات بحيث أف الصؼ 

:  لتجزئةأشكاؿ ىناؾ خمسة 4S  زمرةلؿ:  مثال

            ( . . . .4 )
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(   .    .            22( .  .  .                     )31                       )

            .                                    .    . 

 

(  .         1111 .    .                             )(211)     

 .                                             .         

 .                                             .         

 .         

 

 :                مع ملاحظة أف 
(4) (31) (22) (211) (1111)    

 

 تشكؿ مف خلاؿ تبديؿ الصفوؼ 4S زمرةلؿ (conjugate    )والتجزئة المرافقة     
:  وكمثاؿ عمييابالأعمدة

                   31 211                    .      .   

 .                                                   

 .                                                   

. وكذلؾ لبقية التجزئات

 :symmetric groups)   )ناظرية  التالزمر  1-10
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 العامةناظر التزمرة
nوالتي تتركب مف كؿ التباديؿ لعدد (n) مف العناصر تمعب دورا
 لمعديد مف المسائؿ كترضية موجودة الزمرةوىذه  . ثيؿعجيبا في نظرية التـ

 فلأ (unitary group )بالوحدوية التي تتصؼ والزمرف اوترتبط مع الدور. الفيزيائية
بنى مف خلاؿ ضرب ي أف  يمكف زمرةالتمثيؿ غير القابؿ لمتخفيض في ىذه اؿ

                          .سموؾ الناتج تحت تباديؿ العناصراؿالعناصر الابتدائية ودراسة 

 الدالنّة أفحصاء بوز حيث إ أوحصاء فيرمي إومف التطبيقات الفيزيائية عمييا 
 غير متناظرة ولكف ىذا يحدث عندما تبنى أو تكوف متناظرة أفما إالموجية الكمية 

ت أخرى تصؼ   ودرجات سبيف اؿ,إحداثيات الموقع إحداثياتالدالنّة الموجية  مف دالانّ
 التي توضح تركيب الذرات وتركيب 3  الخاصة زمرومف الأمثمة عمى اؿ. الحرية
 .Elliott, Dawber (10] )] النواة

 

                          

(: Symmetric Functions )الإقترانات المتناظرة   11-1

ي أجراء إ  بحيث أنو لا يتغير عند ix مف المتغيراتkالإقترانات المتناظرة لعدد  
ىمية خاصة أ مف الإقترانات المتناظرة الكلاسيكية ليا ست. تباديؿ بيف المتغيرات 

: (Determinant)شكؿ محددات عنيا عمى ات جديدة يمكف التعبيراقتراف إنشاءفي 

 

 

  :(monomial  symmetric functions  )حادية الحداالإقترانات المتناظرة -1

1إذا كانت  2( , ,....., )rp p p p 

 :  بالعلاقةp||مف  الدرجة  ،  pM  حادية الحدتعطى أ

       1 2

1 2 .... rp p p

p rM x x x                      (1-47) 
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    r=3 ومثاؿ عمييا     . والجمع عمى كؿ التباديؿ المختمفة 
1 2 3( , , )x x xفإ   ؼ :

11 1 2 2 3 3 1M x x x x x x   

 Homogeneous sum symmetric )المتجانسةالجمع المتناظرة وقترانات  ا-2
functions :)

 الحدأحاديات عمى أنو الجمع عمى كؿ rh  المتجانس   الجمعقتراف ايعرؼ 
pM

  r ىي تجزئةpحيث أف 

 

         r ph M                            (1-48) 

: ومثاؿ عمى ذلؾ

3 3 21 111h M M M        

 

(: Elementary Symmetric Functions)الابتدائية    الإقترانات المتناظرة-3

: بحيث (  1r) الحد عندما تكوف التجزئةكتحادي ببساطة re ويعرؼ الاقتراف  

1 2.....r ne x x x                      (1-49) 

 

 

 

( : power symmetric functions   )الاقترانات الأسية المتناظرة- 4
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 الأسي قتراف الاويعرؼ 
rp الجمع لممتغيرات أنو عمى 

ix بعد رفعيا لمقوة   r 

           r

r ip x                             (1-50) 

 

 

 :S ( S- Functions)إقترانات- 5

 بدلالة أو  اقترانات الجمع المتناظرةىي الإقترانات المتناظرة التي يعبر عنيا بدلالة  
 ويعرؼ determinant )   ) دةقترانات الابتدائية المتناظرة وتتخذ شكؿ المحدلاا
:    باستخداـ المحددة كالتاليSقتراف ا

 الجمع  ىو المحددة لاقترانات S الاقتراف  إف    ؼ r  تجزئة لػ    كانت   إذا
:    بحيث rh  المتناظرة

             { } | |
i i jS h                     (1-51) 

    i  رقـ الصؼ وjرقـ العامود مع ما يتضمنو تعريؼ     rh مف خواص مثؿ 
0 1,h 0   وrh   0 عندما تكوفr  .  

 : ((Schur polynomials   كثيرات حدود شور  - 6
من المتغٌرات  وترتبط بتجزئة مرتبة تنازلٌا، وتعد n   هً كثٌرات حدود  تحتوي 

كثٌرات الحدود الابتدائٌة،وكثٌرات الجمع )تعمٌماً  لكثٌرات الحدود المتناظرة  

تعتبر  (representation theory)وفً نظرٌة  التمثٌل     ، (المتناظرة والكاملة

واصفات للتمثٌل غٌر المخفض فً الزمر الخطٌة العامة ، وتشكل أساس  لكل 
كثٌرات الحدود المتناظرة  مثل   كثٌرات حدود زونال ،كثٌرات حدود جاك ، 

 .وكثٌرات حدود ماكدونالد وغٌرها
: كالتالي(generating function )وتعرؼ مف خلاؿ دالة مولدة

     1( ) exp

i
i

i

x z
k

k z

S x z








          (1-52)  m 
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بحيث أف
0 ( ) 1S x  ; ( ) 0kS x       for  k < 0   

 

 تجزئة مف تمثيؿ يونغ  ولأي
1 2{ ...... 0}     عمقة تة حدود شور الـكثير إف    ؼ

:  ىيبيذه التجزئة

  
1 2, ,...,S (x) det ( )

k i i jS x               (1-53) 
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ني االفصل الث

 المتناظرة الدوالكثيرات حدود زونال و

   Zonal polynomials and symmetric functions 

 

 (zonal polynomials)كثيرات حدود زونال 

والتي ليا ( 1954) أعماؿ جيمس عاـ بدأ مفيوـ كثيرات حدود زوناؿ مف خلاؿ
لتوزيع .وتعبر عف الكثافة  (Haar)خصائص ثابتة بالنسبة لقياس 

  مف خلاؿ سلاسؿ لا نيائية تتضمف كثيرات حدود الإحصائي (Wishart)ويشارت
  فوؽ واضحاً لمدواؿاً  تعطي تعبيرأفلانيائية اؿكما يمكف ليذه السلاسؿ .زوناؿ 

( . hypergeometric functions)اليندسية 

( representation theory)نظرية التمثيؿ ى ؿإثـ دخمت كثيرات حدود زوناؿ 
  بحيث أنو يمكف التعبير عنيا باستخداـ الدواؿ ,وظيرت ليا خصائص جديدة

 power sum)والدواؿ المتناظرة الأسية (monomials)المتناظرة الاحادية 
functions). 

 

 

 

 : كثيرات حدود زونال في النظرية الإحصائية  2-1

zonal polynomials in statistical theory 

بحيث أف  دالة . مباشر دور كثيرات حدود زوناؿ في النظرية الإحصائية غير    
والمتغيرات العشوائية تنشت في - والتي ىي مركزية(density function )الكثافة  
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ىندسية  فوؽ  تميؿ لتصبح  دواؿ متعددة المتغيرات اؿ الاقترانات ذاتنظرية
والنظرية . لمصفوفات بحيث  تصبح جاىزة يتـ نشرىا مف خلاؿ كثيرات حدود زوناؿ 

مثؿ تحويؿ لابلاس (  Generating function) غالبا تقدـ دواؿ مولدةالإحصائية
اـ دىندسية يتـ نشرىا باستخ فوؽ أو تحويؿ فورير وعندما يصبح لدالة الكثافة دالة 

ف الإستخداـ الرئيسي لكثيرات حدود زوناؿ ولكنو ليس اكثيرات حدود زوناؿ وىذا ؾ
. الوحيد

 كانت  كثيرات حدود زوناؿ مركزية لنظرية الإحصاء الرياضي لكنيا ليست إذاوحتى 
نمامحددة بدقة   تقريب لجميع عائمة لإيجاد بحسابات تقريبية والحسابات الحالية وا 

يجادكثيرات حدود زوناؿ بتجزئة  . أعمىزميات فعالة لتجزئات ر خواوا 

 كثيرات حدود لإيجادقا بوالتحدي الأوؿ ىو استخداـ كثيرات حدود تـ حسابيا سا
.                                                         عمى أزوناؿ بمستويات 

 طريقة لجمع خصائص كثيرات حدود زوناؿ عندما تتغير إيجادني ىو اوالتحدي الث
. المحددات الداخمية

ود التعبير عف الحد   عند استخداـ وتطبيؽ كثيرات حدود زوناؿلةىناؾ مشؾ
 . اليندسي لكثيرات الحدود فوؽالمتعاقبة لمنشر

 فإنيا لمؤثر تفاضمي مف الدرجة الثانية (eigen function) وكونيا دالة ذاتية
 .[ James(20) ]. بمترامي- لابلاس لمؤثر(eigen state)  حالة ذاتيةأصبحت

 

والذي  (Calogero-Satherland)وعند تعميمو يصبح ىاممتوف عاـ لنموذج 
 Jack)ترتبط كثيرات حدود زوناؿ بدواؿ جاؾ  .يصؼ حالة جسيمات عديدة 

functions) والتي ىي امتداد لكثيرات حدود شور         .

 



27 
 

   . مصفوفة مف خلاؿ تجزئة لأعداد صحيحة  موجبةلأيتعرؼ كثيرات حدود زوناؿ 

متناظرة و  (mxm) ىي مصفوفة yإذا كانت :  تعريف
1( ,...., )my y y و تجزئة 

1 2( ( , ...., ))nk k k k  لػ k بحيث أنيا لا تزيد عف m ف كثيرة حدود إ ؼالأجزاء مف
 لمجذور k مف الدرجة ومتجانسة متناظرةىي كثيرة حدود  y  :( y )Cزوناؿ لػ 

1...., my y بحيث أف

)الحد الأعمى في ( أ )c y1ىو

1 ...., m

my y
      فتفوبذلؾ :   

 
   1

1( ) ...., ..m

mc y d y y lower terms
 

           (2-1)  
 

)كثيرات الحدود(ب )c y  ىي دالة ذاتية لممؤثر
y   

                                      
22

2

2
1 1 1

i j

m m m
i

y i

i i ji i j i

y
y

y y y y


  

 
  

  
               (2-2) 

 بمترامي-وىذا المؤثر ىو مؤثر لابلاس
)كثيرات حدود زوناؿ معاملات وحدة عند نشر   (جػ )try    

(3-2        )       1( ) ( ..... ) ( )
m

m

k

try y y c y 
        

zوسوؼ نستخدـ لاحقاً الرمز    لكثيرات حدود زوناؿ المعايرة  

: [Muirhead (29)] 1-2)) نظرية

)1 ذات التجزئة kc(3) كثيرة حدود زوناؿ  ,...., )mk k kتحقؽ المعادلة التفاضمية                                                                   . 

                                       
( ) [ ( 1) ( 1)] ( )y i ic y m c y           

(2.4 )
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حيث أف 
y (                                                            2-2) ىو المؤثر في العلاقة

 لمحد الأوؿ                                    (2)والشرط  (1)مف الشرط : البرهأن

 
1

1 1

1

2
2

1 1

1

......

( .... ) ( 1)( ..... )

m

m m

y m

m

i m i i m

i i

y y

y y y y y
y

 

    


 


 


                       

(2-5) 
لمحد الأوؿ 

1

2

1

1 1 1 1

( ..... )m

i j

m m m m
i i i i

m

i i i ii j i j

y y
y y

y y y y

  


   


 

  

ني المحد الثو
 

لكف                                           

               
j ii i

i

i j i j

yy

y y y y


  

                  (2-6) 

 
 : ينتج ikوبالتعويض في المعادلة بدلالة  

 
12

1
1 1

1

( ) [ ]( .... ) .m

m m m
j

y i i m
i j

i i j

y
c y y y Lower terms

y y

  




  

 


       




 
1

1
2

1
1 1

1

[ ( )]( )( ..... )m

m m m
j

i i j i m
i j i

i i j

y
y y

y y

     


  


      


 

 
1

1 1
2

1

1 1

[ ( )]( ..... )m

m m

i i i m

i

m i y y
 



   
 

 

     
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         1

1

1

[ ( ) ( 1)]( .... ) ..m

m

i i m

i

k m y y lower terms
   



            
 
 
تشكؿ علاقات مرجعية لحساب  (2-1)ني  والنظرية ا الشرطيف الأوؿ والثإفنّ  

.                                                                                 كثيرات حدود زوناؿ
نما لا توجد صيغة عامة لكثيرات حدود زوناؿ الآف حتى أنو ونشير إلى  يتـ وا 

ت أخرى متناظرة  .                                                       التعبير عنيا باستخداـ دالانّ
)ف كثيرات حدود زوناؿ تتعمؽ  بمتغير واحدإ ؼm=1عند  ) kC y y  وعف 

  فتف  bثابت مثؿ 
 
 

 

( ) ( )c by b c y
                    (2-7) 

 
  المتناظرة الأحاديةويمكف تمثيؿ كثيرات  حدود زوناؿ باستخداـ الدالات 

 
 1 2

1 2
( ) .....i i iM y y y y  





                     (2-8)       

وبدلالة الحد الأوؿ  غير الصفرية في التجزئة الأجزاء عدد p أف حيث 
 :تصبح

1

1( ) ..... .m

mM y y y symmetric terms
 

   
: مثال

1 1( ) .......... mm y y y  
2 2

2 1( ) .......... mm y y y  

(1,1)

m

i j

i j

m y y


 
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)ولحساب  )c y 1 باستخداـ الأحاديات المتناظرة عندk  توجد أنو حيث  
تجزئة واحدة  

1 1 1( ) ( ) ..... ( )mc y try y y m y    
( 2) مف كثيرات حدود زوناؿ تتعمؽ بالتجزئة  اثنتاف يوجد  توجد k=2وعند 

)   وبما أف  .( 1,1,) )c yىي متناظرة ومتجانسة مف الدرجة الثانية  فتف :
  

  

2

2 2 1

2

2 1 1 2

2 2

2 1 1 2 1

2 2 (1,1)

( )

( ) .... .

( .......... ) ( .... )

( ) ( )

m m m

c y d y

d y y y symmetric terms

d y y y y y y

d M y M y











   

     

 

         

        
( 1)مف الشرط

 
( 1,1)ولمتجزئة 

   (1,1) (1,1) 1 2

(1,1) 1 2 1

( ) ( ) ..

( ..... )m m

c y d y y lower terms

d y y y y

 

  
 

 
 

( 3)مف الشرط 
2

2 1,1 2 1,1

2 2 1,1 1,1

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )

try c y c y M y M y

d M y d M y

   

   

       
: ومنيا فتف

2 1,11, 2d d    
ولذلؾ 
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2 2 1,1

1,1 1,1

( ) ( ) ( )

( ) (2 ) ( )

c y M y M y

c y M y





 

 
 

: في المعادلة التفاضمية  (2) مف الشرط إيجاده يمكف والثابت  
 

2 2

2 1,1

2 2 1,1

1,1 1,1

( ) [2(2 1) 2( 1)] 2 ( )

2 ( ) 2 ( )

( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) (2 3) ( )

y

y

y

c y m mc y

mM y m M y

M y mM y M y

M y m M y



     

 

  

  

 

 
: وبالتعويض في المعادلات أعلاه ينتج 

 
2 1,1 1,1 2 1,12 ( ) 2 (2 3) 2 ( ) 2mM y M m M mM y m M      

  
2  نجد أفنّ    

3
  

  :ومنيا
2 2 1,1

1,1 1,1

2
( ) ( ) ( )

3

4
( )

3

c y M y M y

c M y

 



 

 المعادلو التفاضمية في الشرط الثتني تظير علاقة مرجعية فإفوبشكؿ عاـ 
 المتناظرة في كثيرة حدود زوناؿ                  الأحادياتبيف معاملات 

 
                                                        

,( ) ( )c y c M y   
 

                        (2-9)                                      
c,حيث أفنّ  ىي ثوابت والجمع ليكوف عمى جميع التجزئات .

:  الشكؿ تتخذوالعلاقة والمرجعية ليذه الثوابت 
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    , ,

( ) ( )i il t l t
c c

p p
   

     

  



                       (2-10) 

 [James,(20)]انظر 
 

: حيث  أف
 

1 1( ....... ), ( ....., ,....., ,..... )

1,.......,

m i i m

i

l l l l t l t l

t l

    

 

مع ملاحظة أف          
وي ا مباشرة مف المعادلة التفاضمية وىو يسإيجادهوأفنّ الثابت لمحد الأعمى يتـ 

)و لأي كثيرة حدود ,1 )kC y فتف 
, 1k kc , وىذا يساعد في حساب بقية

. المعاملات 
 المعاملات لكثيرات حدود ذات  لإيجادوالعلاقة المرجعية الأخيرة تستخدـ 

. أعمىرتبة 
4kعند  :مثال                     

4 4 4,(3,1) 3,1 4,(2,2) 2,2

4,(2,1,1) 2,1,1 4,(1,1,1,1) 1,1,1,1

( ) ( )c y M y c N c M

c N c M

  

 
 

 
4,4

4

3,1

4,(3,1) 4,4

1, 3,1

4(4 1) 12

3(3 1) 1(1 2) 5

(4 1) (0 1) 4

12 5 7

c for

p

p

c c

 

  

    

  
 



 

      4,(2,2)c    
يتتي مف التجزئات   

(3,1),4 
 

2,2

4(2,2) 4,4 4(3,1)

2( 1) 0 2

4 0 (2 1) (2 1)

12 2 12 2

2 2 4

5 15 7

18

35

p

c c c

   

   
 

 

  


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4,(2,1,1)c  ( 2,2)و   (3,1)و   (3,0,1)       يتتي مف التجزئات

2,1,1 2(2 1) 1(1 2) 1(1 3)p          

4,(2,1,1) 4,(3,1) 4,(2,2)

3 0 2 0
2

12 1 12 1

6 4 2 18

13 7 13 35

12

35

c c c
 

  
   

   



 

 
4,(1,1,1,1)c يتتي مف التجزئات     

(2,0,1,1),(2,1,0,1),(2,1,1,0),(1,2,0,1), (1,1,2,0),(1,2,1,0) 
(1,1,1,1) أفوبما  6p   فتف   :

4,(1,1,1,1) 4,(2,1,1)

2 0 8
6.

12 6 35
c c


 


 

لذلؾ فكثيرة حدود زوناؿ مف الدرجة الرابعة ىي 
4 4 (3,1) (2,2)

(2,1,1) (1,1,1,1)

4 18
( ) ( ) ( )

7 35

12 8
( ) ( )

35 35

C y M y M M y

M y M y

  

 

 

: كثيرة حدود زوناؿ التالية يمكف أف تكتب بالشكؿ
4 4 (3,1) (2,2)

(2,1,1) (1,1,1,1)

4 18
( ) ( ) ( )

7 35

12 8
( ) ( )

35 35

C y M y M M y

M y M y

  

 

 

: ومف خواص كثيرات حدود زوناؿ المجزأة نذكر ىنا 
kc, كانت المعاملات إذا -1 وبفرض أف   ( 7-2  ) في العلاقةk مجزأة لػ 

pذا.  مف الأجزاء غير الصفرية قؿ مف أ ليا k  لػ   ة ئ كانت التجزوا 
p غير الصفرية و الأجزاء مف k  فتف , 0kc   .
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m   ىي مصفوفة y كانت إذا -2 m مف الرتبة rأف   بحيث  
1 .... 0r my y   كانت إذا و k ىي تجزئة لػ k أكثر مف  r  مف 

)ف          إ  ؼالأجزاء ) 0kC y .    

 

ت :1جدول  ) المتناظرة الأحادية  معاملات الدالانّ )M y في كثيرات حدود  
)زوناؿ   )C y ولغاية الرتبة الخامسة   

                                       

          

                                   

 
 

                         

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

1,1M 
2M  

2k  
2/3 1 

2z 

4/3 0 
1,1z 

M(1,1,1) M(2,1) M(3)  
2\5 3\5 1 

3z 
18\5 12\5 0 

2,1z 
2 0 0 

1,1,1z 
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K=4 

 

 

(1,1,1,1) (2,1,1) (2,2) (3,1) (4) z  
35\8 35\12 35\18 7\4 1 

4z 
7\32 21\88 7\16 24\7  

3,1z 
5\16 15\32 5\16 0 0 

2,2z 
5\64 3\16 0 0 0 

2,1,1z 
5\16 0 0 0 0 

1,1,1,1z 
 
 
 

 

 

 

1,1,.1,1,1 2,1,1.1 ,2,2,1 3,1,1 3,2 4,1 5  
63\8 21\4 7\2 63\10 21\10 9\5 1 

5z  
9\40 3\14 4 9\46 3\8 9\40 0 

4,1z 
7\80 7\64 21\176 7\32 7\48 9\40 0 

3,2z 
7\200 7\130 3\20 10 0 0 0 

3.1.1z 
32 16 3\32 0 0 0 0 

2,2,1z 
21\800 7\80 0 0 0 0 0 

2,1,1,1z 
3\16 0 0 0 0 0 0 

1,1,1,1,1z  
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ت الأسية     في كثيرات حدود زوناؿ ذات الدرجة الثالثةpمعاملات الدالانّ
 

3

1p 2 1p p 3p  

1 6 8 
3z 

1 1 2 
2,1z 

1 3 2 
1,1,1z 

 
 
 

مف   (Wishart) لمصفوفة بتوزيعلكامنةالتوزيعات لمجذور اجيمس ربط 
 ؿ فوؽ اليندسيةالتوزيعات يعبر عنيا بالدوا. خلاؿ كثيرات حدود زوناؿ 

( hypergeometric functions  ) والتي يمكف كتابتيا باستخداـ سمسمة
لحساب كثيرات حدود زوناؿ  حاسوبي يوجد برنامج . مف كثيرات حدود زوناؿ 

 [James(19)] .  مف الدرجة الثانية 
  دوال جاك ودوال زونال2-2

)الدواؿ المتناظرة  )J xوالتي يمكف التعبير عنيا بدلالة , تسمى دواؿ جاؾ
 :الأحاديات المتناظرة 

( ) ( )J x m  


                   (2-11)     

 
  [Stanley(35)] (:2-2)نظرية

)ىناؾ دواؿ متناظرة ووحيدة   , )J J x   , تحقؽ الشروط الثلاثة التالية: 
 
, التعامد  -1 0J J   إذا كانت   . 
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)إذا كتبت بالشكؿ ,traingularity))المثمثية -2 ) ( )J x m  


  فتف 

0  المعاملات   إلا  إذا  كانت  . 
|إذا كانت  ,normalization  )) التطبيع   -3 | n  فتف المعامؿ 

1n
 لػ  

1 2, ,..., nx x x يساوي !n.   
 

ف لدواؿ جاؾ مف التعريؼ  اف خاصتاتوجد حالت
  
1 -( ,1) ( )J x H S x     أف  حيثH ىو طوؿ اليوؾ ( Hook Length) 
)و , )S xدالة شور المتناظرة     ىي 
 
2  - ( ,2) ( )J x Z x  ,  ( )Z x ىي دواؿ زوناؿ .

 صفات عديدة أضاؼماكدونالد .(H.Jack )دواؿ جاؾ تـ تعريفيا مف قبؿ ىنري جاؾ
.  ماكدونالد  كثيرات حدود  ىيكثيرات حدود جديدةوتـ تعميميا إلى 

 
1بعض الصفات الأساسية لكثيرات حدود زوناؿ العقدية  عند   التي سوؼ 

 :نستخدميا لاحقاً 
                                  

1 2, ,..., (x) det ( )
k i i jZ Z x                 (2-12)  

                           
                                        ( ) ( )k k i

i

Z x Z x
x







                             (2-13) 

     
                                  

 

                                 

1

1

,..., , 1,...,

,..., , 1,...,

0

0

n

n

k k k k

k k k k

Z

Z







                                   (2-14) 

 

 
1 1,..., , 2,..., ,..., 1, 1,...,( ) ( ) 0

n nk k k k k k k kZ x Z x                                (2-15)             
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1

( ) ( ) ( ) ( )
k

m j k m k j

m j

m k x Z x k j Z x  

 

                  (2-16) 

 

 ( :   2-3)نظرية
ساذرلأند وبقٌمة ذاتٌة    -  كثٌرات حدود زونال   هً دوال ذاتٌة لهاملتون  كالوغٌرو

2

1

( ( 2 1)
N

i i

i

N i  


       حٌث أن ،
1

N

i

i

 


 

: البرهأن

بلترامً   والذي -  ساذرلاند الحالة العامة لمؤثر لابلاس–ٌعتبر هاملتون كالوغٌرو 

 :فً إحدى صٌغه ٌأخذ الشكل 

 
2

1

( ) ( )

j

n
i j

i i j

i i ji i i j

x x
H x x x

x x x x x


 

  
  

   
           (2-17) 

  دالة متناظرة لأيو ، كثٌرات حدود زونال   هً دوال متناظرة ومتجانسة 

)ن  تطبٌق مؤثر اٌلر  إ   ف𝑚 من الدرجة 𝑓(𝑥)ومتجانسة  
1

N

i

i i

x
x




)  علٌها

: ٌعطً

       
1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

N

i

i i

N N

i i

i ii

x f x mf x
x

x Z x Z x
x

 



 













 
                             (2-18) 

ومنها  

          
2

1 1

( )( ) ( ) ( )
N N

i i i

i ii i

x x Z x Z x
x x

 
 

 


 
                        (2-19) 

            

: نً من الهاملتوناوللجزء الث

 ( ) ( ) ( ) ( )
i j i j

i j i j

i j i ji j i j i j

x x x x
x x Z x Z x

x x x x x x
  

 

  
  

   
        (2-20)      
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1لكن                                        
ji

i j j i

xx

x x x x
 

 
 

  وهذا ٌعطً

( ) ( ) ( ) ( )
i j

i j i j

i j i ji j i j

x x
x x Z x Z x

x x x x
  

 

  
  

  
               

(2-21)     

: من  الحقٌقة 

       

1 2

1

( ) ( 1) ( 3) ......... ( 2 1)

( 2 1)

i j i

i j

n

i

i

n n n i

n i

    







        

  




            (2-22) 

 

 .ناٌكتمل البره  (2-17)ثم بالتعوٌض فً المعادلة 
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الفصل الثالث  

ساذرلاند   –العلاقة بين نظرية الحقل التوافقي ونموذج كالوغيرو 

Correspondence between  CFT and Calogero- Sutherland Model  

 

فٌزٌاء الساذرلاند  وتعمٌماته ٌقدم مساعدة كبٌرة لفهم -  كالوغٌرونموذجنّ إ     

والدوال الموجٌة لهذه الأنظمة المتكاملة تعطى بدلالة . للجسٌمات العدٌدة ٌة الكموم

لهاملتون الطاقة    (Eigen functions )دوال متناظرة ،والدوال الذاتٌة    

 وما ٌتعلق بها من نماذجوالتً تقدم وصفاً جبرٌاً لهذه ال.تتضمن كثٌرات حدود جاك 

. دوال متناظرة 

في النماذج التوافقية في نظرية الحقؿ التوافقي  عبارة عف حالة  والأشعة المنفردة 
((state تقدـ وصفا لممادة أو الوتر مف حيث الطاقة أو السبيف كما أنيا تتعمؽ  

رياضياً في نظرية   (correlation functions)بدواؿ الارتباط 
وفيزيائياً في الميكانيكا الإحصائية وميكانيكا   (representation theory)التمثيؿ

 فٌرما نموذج فً الكموـ ويتـ مف خلاليا دراسة نوع التفاعؿ بيف الحقوؿ المتواجدة 

 الأبعاد اللأنهائٌة  والتً تمثل من خلال نماذج توافقٌة  تلعب دوراً مهماً فً  يذ
بٌلافٌن،بولٌاكوف و ]نظرٌة الحقل التوافقً ،وهذا موضح بشكل موسع فً 

 سٌتم التعبٌر عن الهاملتون فً نموذج  العمل،وفً هذا[(3)زامولوتشٌكوف
 .ساذرلاند بدلالة مولدات فٌراسورو  من نظرٌة الحقل التوافقً– كالوغٌرو 

 

     : جبر فيراسورو 1-1-3 

 أىميةالرياضي ولو (Lie algebra)يعتبر جبر فيراسورو امتداد مركزي لجبر لي
 )     الاندفاع  بشكؿ مكمـ–الأوؿ أنو يعطي موتنّر الطاقة .كبيرة في الفيزياء لسببيف

quantized) ا نيؾاني أنو يطبؽ في حقؿ ميؾافي نظرية الحقؿ  في بعديف والث 
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 لاتصالو بنظرية الوتر ولكنو 1970 في بعديف وقد دخؿ الفيزياء عاـ الإحصاء
. يتعمؽ بالنظريات التوافقية في بعديف

: الطاقة كالتالي-وباستخداـ مؤثرات فيراسورو يعرؼ موتنّر الاندفاع

 

        2( ) n

n

n

T z L z


 



                             (3-1)     

 

توافؽ نشراً لموتنّر  (modes)يمكف النظر الى مولد جبر فيراسورو عمى أنيا أنماط 
nL)والمولد   ,(C )عقدية عدد ينتمي إلى مجموعة الأعداد اؿ  zأف الطاقةالاندفاع, 

: مف جبر فيراسورو يعطى بالعلاقة(

11
( )

2

n

nL T z z
i

                     (3-2)         

 

(: 1-26  )والمولد أعلاه مؤثر ىيرميتي ويحقؽ العلاقة

 

                †

n nL L                                (3-3)            
                                       

 

 

 الشحنة المركزية  3-1-2 
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  موتنّر ؿz,mحوؿ نقطتيف (correlation function )نتيجة اخذ معدؿ دالة الارتباط 
  ؿ الرئيسيحؽوالذي لا يظير عند اخذ معدؿ دالنّة الارتباط لؿ c الطاقة ظير الحد 

 وعندما يكوف مقدار . رئيسياً حقلًا  ليس الاندفاع-وىذا يدؿ عمى أف موتنّر الطاقة 
فإنيا تمثؿ نظرية الحقؿ الحر حيث تتواجد الحقوؿ  (1)يساوي  (c)الشحنة المركزية 

1)بينما عند القيمة.  بشكؿ حر ولا يوجد تفاعلات بينيا 

2
 Ising)تمثؿ نموذج ايسنغ( 

model)  في الميكانيكا الإحصائية  ونموذج(pot) 3)عند

5
c  ), وعند اقتراف

 ويكوف عندىا مقدارىا critical model))الجاذبية مع المادة تمثؿ النموذج الحرج 
 ولممقدار Lcلى لممادة والثانية لمجاذبيةو الأMc   :وتتكوف مف نوعيف( .26)الكمي 

: يعطى بالعلاقة (c)الكمي ؿ

                           26M Lc c c                                 (3-4) 
 

: ولمقطاع المادي تعطى الشحنة المركزية بالعلاقة

                                     
21 12( )Mc Q                                           (3-5)   

 :بينما لقطاع الجاذبية بالعلاقة

                              
21 12( )Lc Q                                             (3-6)  

  وMQوالعلاقة بيف 
LQمف خلاؿ العلاقة التركيبية : 

                                
2 2

1
( )

2

( ) ( ) 2

M L

M L

Q Q iQ

Q Q

  

  

                                          (3.7)   

 :ينتج (3.4 )ومف الشرط

                                            1Q Q                                                          (3.8) 

   :h لمفراغ conformal weight)     ) وبتعريؼ الوزف التوافقي 
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1

( 2 )
2

h p p Q                                                  (3-9)                  

       

عادة تعريفو بعد انتقاؿ مقداره  pحيث أف  والتي تسمى   , Q  ىي الاندفاع,  وا 
P  (             background charge)الشحنة المرجعية  p Q . تصبح

 العلاقة أعلاه 

                               
1

( )( )
2

h P Q P Q                                           (3-10) 

وعلاقة بيف الاندفاع في حقؿ ليوفيؿ .والذي يمثؿ الطاقة أو السبيف حسب المؤثر 
 :يعطى بالعلاقات,والاندفاع في قطاع المادة  (الجاذبية)

1
( )

2

1
( , ) [( ) ( ) ]

2

1
( , ) [( ) ( ) ]

2

M L

M M L

L M L

P P P

P r s r s Q r s iQ

iP r s r s Q r s iQ

  

   

   

                    (3-11)                       

                                      

M, حيث أف   LP Pدخاؿ تعريؼ لمعلاقة بيف إ وبعقدية انـإ ليست حقيقية وP  وQ 
,عداد حقيقية أباستخداـ  0r s كالتالي  :

 

           

1

2

1

2

r Q P

s Q P









 

 
                                                               (3-12)   

 

 جبر فيراسورو وكثيرات حدود جاك (2-3)
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, جبر فيراسورو يولد بػ      إف ( )nL n z وشحنة مركزية              c   
: وعلاقات تبادلية 

2

,0

( 1)
[ , ] ( )

12
n m n m n m

n n c
L L n m L  


       (3.13)              

 

ؿ التوافقي التي حؽولعبت دورا ميما في نظرية اؿ  فيراسورووالتي قدمت مف قبؿ  
ذا حولنا جبر فيراسورو إلى تمثيؿ  . [ Belavin ,Polyakov (3)]قدمت مف قبؿ  وا 

,نعتبر مولدات فيراسورو   . ني وبوز ( )nL n z كمؤثرات عمى فضاء فوؾ    
دوات فاعمة لمغاية للاستفادة مف جبر فيراسورو في أثبت بأوىذا التكنيؾ . البوزوني 

 رئيسية حقوؿويجعمنا قادريف  عمى بناء مؤثرات تبادلية  بدلالة  . مواقع عديدة 
وىذا يجعمنا كذلؾ في بعض الحالات    نراقب الأشعة المنفردة في فضاء فوؾ .

 المنفردة للأشعة ومع ىذا لا زالت ىناؾ صعوبة لفيـ التركيب الدقيؽ ,البوزوني  
.  فيرمانموذج لجبر فيراسورو في 

ساذرلاند   لو المعرفة الخاصة المرجعية حيث أنو في عاـ – ف نموذج كالوغيرو إ
نظاما ديناميكيا بجيد يتناسب عكسيا مع  مربع  (Calogero) قدـ كالوغيرو 1969

المسافة    
2

1
u

r
  وىذا النظاـ محموؿ تماما        .

 كموف النظاـ السابؽ إلى حالة اؿSutherland))  مدد ساذرلاند 1972في عاـ 
 النظاـ Wadati ))واستثمر واداتي .  وحصؿ عمى نتائج عديدة وواضحة ,الدوري

:   يعطى بالعلاقة ياف جديداً الكمومي وبنى ىاممتوف

 
2

2

21

1
( 1)

2
4sin ( )

2

CS i

i i j
i j

H p

q q


 


 

  


            (3-13)        
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   أفنّ حيث 
iq  0   )إحداثيات iq L )   1وi

i

p
q


  


  ىو الاندفاع  ونموذج

( CS )         الشكؿ تتخذ لمياممتوف أرضية لو حالة مومي ىو نظاـ ؾ  :

               0 sin ( )
2

i j

i j

q q 


                       (3-14) 

ة بػ      يفوبقية الحالات المثارة تعطى مف خلاؿ ضرب كثيرات حدود مع
0 

  1 0( ,...., )nJ x x                             (3-15) 

 

فنّ  إحيث 
2 1

iq
i

ix e
 

  و  J  والتي بدورىا .  تسمى كثيرات حدود جاؾ المتناظرة
 (  CS) في دراسة نموذج  اساسياً ليا خصائص تركيبة  متنوعة تجعميا تمعب دوراً 

 وجد,فعمى سبيؿ المثاؿ.وتجعميا تظير في تمثيؿ جبر فيراسورو 
[Mimachi,Yamada(28)] الأشعة المنفردة لجبر فيراسورو في فضاء فوؾ أف 

.                                                                         البوزوني ليست الا كثيرات حدود جاؾ 

.      في جبر ىايزنبيرغna  ومف خلاؿ المؤثرات البوزونية     

        ,[ , ]n m n ma a n                        (3-16) 

: وفضاء فوؾ الحالة الفراغية 

  0 | |a A A A                                 (3-17)   

 

         مف خلاؿ تمثيؿ . يمكف تمثيؿ مولدات فيراسورو  بيذه المؤثرات البوزونية 
 ( Feigin- Fuch )لفضاء فوؾ كتساس المتناظرة زوناؿ استخداـ دالات  ,ثـ 

ومف ثـ      .np ىذه الدالات تعطى بدلالة الدالات الأسية المتناظرة  فوذلؾ لأ
: استبداؿ ىذه الدالات الأسية  بالمؤثرات البوزونية 
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         2 2
| |

2

n
n n

a
p A a A


                    (3-18) 

   n   بالإضافة البوزونية مف اليسار يكوف زوناؿ    عمى كثيرات حدود nL اثر إف 
   عمى كثيرات nLثر     أ المحتممة بينما الأماكف يونغ وفي جدوؿ عمى اً صندوؽ
 المحتممة الأماكف يونغ مف جدوؿ مف اً   صندوؽn  مف اليميف بحذؼ   زوناؿحدود 

. مع المحافظة عمى ترتيب التجزئة التنازلي

. مف خصائص دالات جاؾ التعامد 

  2| |

,, ( ( ) ( ( ) 1) )(( ( ) 1) ( ))
s

J J a s l s a s l s

   



   



      

(3-19) 

)حيث أف         ) ia s j (   arm length)   ويعبر عف عدد المربعات إلى
)     و  sيميف المربع  ) jl s i (         leg length)     ويعبر عف عدد
ودالات زوناؿ . Yang Tableaux  )) المربع في تخطيط يونغ  أسفؿالمربعات 

2تتمتع بالصفة نفسيا عند           

 

 :  التعامدخاصية ايضاً ليا     . np الأسيةف الدالات إ

       

2| |

,

( )

1

,

. !

i

i

l

i

m

i

i

p p z

p p

z i m



    



 



  



 









                      (3-20)            

 

ت إولذلؾ ؼ   . np يمكف أف يعبر عنيا بدلالة    زوناؿف دالانّ

[Stanly (35)] 
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: مثاؿ 

 

  

 

 

: نظرية الحقل التوافقيفي جبر فيراسورو (3-3) 

      ( (CFT in Virasoro algebra 

 

يمكف حساب  (27-1 ) ةعند نشر المؤثرات لموتنّر الطاقة مع نفسو كما في العلاؽ
.  والتي تنتج جبر فيراسورو nLالعلاقة التبادلية بيف المؤثرات  

  2

,[ , ] ( , ) ( 1)
12

n m m n n m

c
L L n m L n n               (3-22) 

والذي  (Witt algebra ) الحد الأخير نحصؿ عمى جبر وت الكلاسيكيإىماؿوعند 
ولذلؾ يمكف اعتبار  جبر فيراسورو عمى أنو جبر لي  (Lie algebra )ىو جبر لي 

c بوجود امتداد مركزي والحد  قيما مختمفة وجبريا يتـ اعتباره  مؤثر يتبادؿ يتخذ  
. مع جميع عناصر جبر فيراسورو 

يسمى بتمثيؿ   وعادة يتـ الحصوؿ عمى حالات نظرية الحقؿ التوافقي باستخداـ ما
 بالنسبة الأرضية والتي ىي في الحقيقة الحالات Highest weight ))الوزف الأعمى

 0L باستخداـ إيجادىاوىذه الحالات يمكف .لمياممتوف 

                    0 | |L h h h                      (3-23) 

 

3

3 3 2 1 12

3

2,1 3 2 1 1

3

1,1,1 3 2 1 1

2 3

1 1

2 3

z p p p p

z p p p p

z p p p p

 



 

  


   

  
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 الأساسي مف الحالة الفراغية مف خلاؿ التتثير بالحقؿ إيجادىاوىذه الحالة العميا يتـ 
0zعند    

 

        
0

| lim ( ) | 0h
z

h z


                     (3-24)             

 الى الصفر فتنيا توافؽ حالات مقاربة تغيب فييا zمع ملاحظة أنو عندما  تؤوؿ 
 .التآثرات 

 باستخداـ إفناؤىاومف ىذا نستنتج الحقيقة بتف الحالة ذات الوزف الأعمى يتـ 
, 0nL n   

| والحالات الفراغية  0   بالمقارنة مع نظرية الحقؿ الكمومي متلوفة تعتبر غير   
وىذا يعني أف الحالة  يتـ الحصوؿ  .nLحيث أنيا تفنى فقط بمؤثرات فيراسورو 

 بتكبر عدد مف مولدات فيراسورو  إفناؤىاعمييا ويتـ 

 nL  عمى الفراغ أو الحالة ذات الوزف الأعمى بالمولدات سالبة الرقـ  التتثيروعند 
h)تنتج حالة جديدة بوزف توافقي  n) 

| ( ) | ( ) |o n n n o nL L h nL L L h h n L h         

(25-3) 

 متحدره مفn عمى الحالة الناتجة مرة أخرى تنتج حالة عند المستوى التتثيروعند 
| h  

     
1

1

...... |n n

i

i

L L h

n n

 





                            (3.26) 

  والذي هو احد النماذج ا فيرـنموذج استخداـ ىذه الحالات يسمى  فيووالفضاء الذي يتـ

وٌستخدم لإثبات أن النماذج ذات الوزن  الأعلى   ( Lie algebra)فً نظرٌة التمثٌل لجبر لً 
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وجبر فيراسورو يطبؽ بتنظيـ .  غٌر المخفضة  لها أبعاد محددة 
inوبترتيب تنازلي  

:  فيرما يكوف نموذجولذلؾ فتف تعريؼ 

  

  { | }
ih n

i

V span L h                               (3-27)  

 

والفضاء الجديد مف الحالات والذي يبنى بتطبيؽ مولدات فيراسورو  التي ليا مود 
.   الوزف الأعمى يسمى العائمة التوافقيةيسالب عمى الفضاء ذ

 فيرما يحدث تركيب خطي لمحالات وتوجد كذلؾ حالة نموذجعند مستوى معيف في 
| ىي الشعاع المنفرد   ة التعامد لجميع ىذه الحالات في يبخاصالذي يتسـ

لحالة المنفردة  نصؿ إلى ا بالمولدات ذات المود الموجب عمى ىذه وبالتتثير.النظرية 
|الشعاع المنفرد   . ف  ا ملاحظة أنو إذا ؾ مع| نموذجف إ حالة رئيسية ؼ 

0 وعندىا (null vectors )لمعدومةفيرما يتتلؼ مف الأشعة ا 0  . 

نو الفضاء إبمغة رياضية  .(3-27) فيرما في العلاقةنموذجوالسؤاؿ ىنا ما المقصود ب
هو  والذي  الناتج مف فضاءات فرعية تولد مف الأشعة المنفردة بينما فضاء ىمبرت

فضاء ٌنتج من تمدٌد  الفضاء الإقلٌدي من بعدٌن أو ثلاثة أبعاد إلى أبعاد نهائٌة أو لا نهائٌة 
وٌعالج عملٌات الضرب الداخلً  وٌمكّن من قٌاس الأطوال و الزواٌا وشكل أداة لدراسة 

يتركب المعادلات التفاضلٌة  ومٌكانٌكا الكموم  والدٌنامٌكا الحرارٌة و تحلٌل فورٌر للإشارات 
 . فيرما المبنية عمى الحالات  ذات الوزف الأعمى نماذجمف الجمع المباشر ؿ

 

                 , hh h h
H V V                        (3-28) 

.  degenerate) ) نحمةوالعائمة التوافقية التي تحتوي عمى الأشعة المنفردة تسمى ـ

وعند تصنيؼ نظريات الحقؿ التوافقي نركز عمى نوعيف منيا الأولى النظريات 
و .  يكوف موجبا (norm) لحالتيفالداخميحيث الضرب (unitary )الوحدويو     
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)ف امولدات فيراسورو تحقؽ شرط الييرمش )n nL L

 ووجود المعايرة الموجبة يتضمف 
)شروط قوية عمى قيـ كؿ مف  , )h c. و المشكمة أنو عند أي حالة ذات الوزف الأعمى

.  n تزداد بزيادة المستوى تي يتـ بناؤىا مف الشعاع المنفردف الحالات اؿإؼ

 

  الأولىلمستويات  الشعاع المنفرد ؿ nLلناتجة مف تطبيؽ  ومثاؿ عمى نمو الحالات ا

 

  وعند المستوى الأوؿ 22, 15, 11, 7 عدد التجزئات ىو إفولممستويات التالية ؼ
( 1)n  معايرة الشعاع تكوف أفؼ (3-22) ومف العلاقة : 

 1 1 1 1 0| | | 2 | 2h L L h h L L L h h                  (3-29) 

| قيمة ذاتية ,بينما hمع ملاحظة أف  h أنووىذا يعني .  تمثؿ حالة فيزيائية 
0hعند التمثيلات الوحدية يكوف الشرط   بينما أنو عند   | | 0h  أف   ؼ 

0cوالشرط . ىو شعاع منفرد الأوؿالشعاع المتحدر  تي مباشرة مف أ ي
 المود السالب لمولدات فيراسورو  تتثير

 

عدد الحالات 
 التجزئات

المستوى 

| h  0 0 
1 |L h  1 1 

2

1 2| , |L h L h   2 2 
3

1 2 1 3| , | , |L h L L h L h      3 3 
4 2 2

1 2 3 1 4 1 2| , | , | , | , |L h L h L L h L h L L h           5 4 
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 31
0 | | 0 0 | ( ) | 0

12
n nL L c n n                   (3-30) 

 التتثيروعند  , جديدتاففا حيث توجد حالتn=2ني اوبالاستمرار عند المستوى الث
2بمولدات فيراسورو  1,L L اعتبار| 1h h  2 نحصؿ عمى مصفوفة 2   

 
2

2 2 2 1

2 2 2 2

1 2 1 1

| | | |

| | | |

h L L h h L L h
k

h L L h h L L h

 

 

    
  

    
 

)31-3) 

  c,h التعبير مف ىذه المصفوفة بدلالة اولذلؾ يمكنف

     2
2

1
4 6

2

6 4 8

h c h
k

h h h

 
 

 
 

                    (3-32)   

 

وحتى تكوف نظريات الحقؿ التوافقي منطقية فعمييا أف تمتمؾ تمثيلات محدودة وعند 
0قيـ  1, 0c h  نو توجد نظريات الحقؿ الوحدوية إ ؼ((UCFT    وتسمى في ىذه

 تحتوي عددا محدودا مف لأنيا(   minimal models )نماذج الأصغرية الحالة اؿ
الحقوؿ الرئيسية التي لا تتغير بالنسبة لمتحويلات التوافقية وحدىا ولا تتشعب في 

.  التوافقية أبعادىا

   تحدد مف خلاؿ عدد صحيح في  c القيـ الممكنة لػأف ؼنماذج الأصغرية  ولؿ
3m  وبالنسبة  ؿ hصحيحة أعدادا  تحدد مف خلاؿ أنو ؼ r,s  

    6
1 3

( 1)
c m

m m
  


                              (3-33) 
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2

,

(( 1) ) 1
( )

4 ( 1)

1 ,1

r s

m r ms
h m

m m

r m s r

  




   
                      (3-34) 

| مستوى الحالة  rsالمقدار  |rs  , r ,تمثؿ عدد الصفوؼ s عدد الأعمدة في 
 .التجزئة

مف - (unitary)ليست بالضرورة تكوف-وىذه السلاسؿ يمكف تعميميا إلى سلاسؿ 
:   (p,q)نماذج الأصغرية بنموذجاؿ

               6( )
( , ) 1

p q
c p q

pq


                   (3-35)  

 
2 2( ) ( )

( , )
4

pr qs p q
h r s

pq

  
                           (3-36) 

 بكثيرات الحدود المتناظرة المستخدمة في  صحيحة تتعمؽ أعداد ىي p,qحيث أفنّ     
 مع نموذج فيرما في الحقؿ التوافقي (CS)وعند ربط نموذج . تمثيؿ الحقؿ

pنضع   

q
    2      ,     عند 2, 1

1 1, 1

p q

p q





   

   
 

pوعند ادخاؿ الثابت  .ساذرلاند- نموذج كالوغيروو 

q
  فإف الشحنة المركزية في 

 :تصبح  (3-35)العلاقة 

                            

26( 1)
1c






                       (3-37) 

2:   يصبح  (36-3)والوزف التوافقي مف العلاقة  

,

2 2, 1

(2 ) 1

8
r s

p q

r s
h

    

 


 

 :  ساذرلاند والحقل المشترك-  هاملتون كالوغيرو5-3

ساذرلاند  هً دوال جاك وتوابعها –  الدوال الذاتٌة لهاملتون كالوغٌرو إنّ        

فأنه ٌمكن تمثٌلها باستخدام        ix  الدوال متناظرة  بالنسبة لـ    وبما أن هذه .

n الأسٌةالدوال 

n ii
p x ، الرفع والخفضومن ثم باستخدام مؤثرات  ,n na a  
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ل المشترك  إلى فضاء كثٌرات حدود حقوهذا ٌمكننا من تحوٌل  فضاء هلبرت لل

:  متناظرة  بصٌغة مثل

  

        

( )

1 1

1

0 ....... 0 .......

1
( )

ii
A x

n n

n

n

n

e a a p p

A x a x
n



 





 


                       (3-38)  

)فضاء فوك ٌمثل بالحالة      )ii
A x

e
  وبالتالً اشتقاق الهاملتون  بدلالة الاحداثٌات

 [Awata (2)]. المشتركة 

 

             
( ) ( )

0 0
i ii i

A x A x
e e
 


                            (3-39)  

: وٌعطى مؤثر الاندفاع بالصٌغة

             

( )

( )

1

( )

0

0

0

ii

ii

ii

A x

i

i i

A x n

i n

i n

A x

n n

n

n n

n

x e
x

e x a

e a a

p a a























  










 





                     (3-40)    

 

2وبنفس الطرٌقة ٌعطى الهاملتون  لدالةّ زونال المتناظرة عند  بالعلاقة : 
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, 1 1

( )n m n m n m n m n n

n m n

a a a a a a N a a
 

     

 

                     (3-41)      

 

 N ويا  عدد المتغٌرات ٌسأن  حٌث 

والتعبٌر باستخدام مولدات فٌراسورو  عن الهاملتون  فأنه ٌأخذ الصٌغة   

                0

1

( 2 )n n

n

a L N a p
 





                                   (3-42) 

 إنّ  المنفرد بدلالة كثٌرات حدود زونال  فشعاعوعند التأثٌر بهذا  الهاملتون على ال

نً الذي ٌعطً القٌمة اوي صفر وٌبقى الحد الثاٌس nLالحد الأول الذي ٌحتوي على

)1    حسب التجزئة الذاتٌة للهاملتون ,......., )m   

       
, 0 ,

1

,

( 2 )

( )

r s n n r s

n

r s

a L N a p

rs N r s

 



 





   

  


               (3-43) 
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الفصل الرابع 

 الأشعة المنفردة بدلالة كثيرات حدود زونال الحقيقية

Singular Vectors in term of real Zonal Polynomials 

 جبر فيراسورو ماوه.ف مف نظريات الحقؿ الكمومي افي ىذا الفصؿ سنستخدـ نظريت
. ساذرلاند-ونموذج كالوغيرو

ف كثيرات حدود جاؾ وتوابعيا تدخؿ إلى إ نظرية تمثيؿ لجبر فيراسورو ؼإيجادعند 
 المنفردة لجبر الأشعة أفوجدا  [Mimachi and Yamada (28)]. التمثيؿ 

 .  بطريقة جبريو كثيرات حدود جاؾإلافيراسورو ليست 

-  ونحف سنعمؿ لتوضيح الاستخداـ الكامؿ لكثيرات حدود زوناؿ في تمثيؿ فيجف
 بيف كثيرات حدود زوناؿ وجبر  لمعلاقة كبرأفوتش لجبر فيراسورو وتقديـ فيـ 

 .فيراسورو

 تمثيل كثيرات حدود زونال باستخدام مؤثرات هايزنبرغ4-1 

والمؤثر .فوتش وفضاء فوؾ –  في تمثيؿ فيجف أساسيةتعتبر مؤثرات ىايزنبيرغ 
,البوزوني  ( )na n zيرتبط  بالعلاقة  :

                      ,[ , ]n m n ma a n                             (4-1) 

|وفي فضاء فوؾ توجد حالة فراغية  A  0 بحيث أف | |a A A A  

وىذا يعطينا القدرة عمى     بيذه المؤثراتnLولذلؾ يمكف تمثيؿ مولدات فيراسورو 
في فضاء فوؾ ونستطيع كتابة   (basis)استخداـ دواؿ زوناؿ المتناظرة كتساس 

 np المتناظرة  الآسيةكثيرات زوناؿ باستخداـ الدواؿ 

 :حيث 

          
1

n

n i

i

p x


                                          (4-2) 
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 وتخضع الدواؿ الأسية لمضرب الداخمي

 

      

( )

,

( )

1

,

!

i

i

l

l

i

m

l

p p z

p p

z i m



    



 



  



 









                        (4-3) 

 

كثيرات حدود زوناؿ  بالمؤثر  البوزوني  ب np الأسيةليمكننا مف استبداؿ الدواؿ 
2

na      

                

                
( ) ( )

1 1

( )

,

|

|
2

, ( | )( | )

2

i i

n n

n
n

l l

i i

l

p a A

a
p A

p p A a a A

g

 

   



  



 



 



   



        

                                                            (4-4) 

1 اثر 3-4  2,L Lعمى فضاء فوك المكون لكثيرات حدود زونال   : 

  nLف تتثير إىذا ؼؿو. يونغ جدوؿ كثيرات حدود زوناؿ تخضع لمتجزئة المرتبة فيإف 
مف  nLوتتثير. المحتممة الأماكفمف اليميف يضيؼ مربعات عمى التجزئة  في 

 المحتممة مع المحافظة عمى الترتيب التنازلي الأماكف مربعات مف بإزالةاليسار يكوف 
1لمتجزئة ومثاؿ ذلؾ  |L A ف ا يزيؿ مربع واحد مف التجزئة المرتبة تنازليا مف أي مؾ
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. محتمؿ 
1|A L المحتممة وعكس ذلؾ الأماكف يضيؼ مربع واحد 

1 |L A  
ف محتمؿ ايضيؼ مربعا واحدا في أي مؾ

1|A L يزيؿ مربعا واحدا مف الأماكف 
.                                   المحتممة

, ولفضاء فوؾ الفراغي لدينا

1
( )

2
r s

s
A r 


  

] يعتمد عمى ىذا المحدد و العلاقة التبادلية nLف اثر إوليذا ؼ , ]n mL L تولد جميع 
1 المؤثرات مف 2,L L 1 نحتاج فقط معرفة اثر فإنناولذلؾ 2,L L.  

, عمى الحالة 2Lأو 1Lوعند التتثير  بػ  ,( ) |r s n r sZ a A ف المعامؿ يظير عمى إ ؼ
ويظير كذلؾ . شكؿ ضرب طوؿ اليوؾ العموي  مقسوماً عمى طوؿ اليوؾ  السفمي 

r,المعامؿ  i s jA   . 

,1 ومثاؿ ذلؾ 3r sA  ىو المربع في الصؼ الثالث و إزالتوف المربع الذي تمت إ ؼ 
 .العمود الأوؿ 

3,3 حدود زوناؿ ذات التجزئة المستطيمة ة  عمى كثير1Lوعند التتثير بػ ,| r sZ A    
 :  ونحصؿ عمىالذي يعتمد عمى يمكننا أف نيمؿ المعامؿ  

 

1 3,3 , 3,2 2, 3 3,2 ,| ( ) |r s r s r sL Z A d A Z A   

 

 

3,3 عمى  2Lوبالتتثير بالمولد  ,| r sZ A  

2 3,3 , 3,1 2, 3 3,1 ,

2,2 2, 3 2,2 ,

| , |

, |

r s r s r s

r s r s

L Z A d A Z A

d A Z A

 

 

 

  
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Zبينما معايرة   [ (35)نمياست ] مف
2| |

,, 2 ( ( ) 2( ( ) 1))( ( ) 1 2 ( ))
s

Z Z a s l s a s l s

   



 



      

(4-5) 

z   في تمثيؿ 1pومعامؿ   يكوف واحد 

 

: مثال
3

3 3 2 1 1

3

2,1 3 2 1 1

3

1,3 3 2 1 1

8 6

2

2 3

z p p p p

z p p p p

z p p p p

  

  

  

 

 

ومف ىذا التوصيؼ يمكننا أف نحدد دواؿ زوناؿ وعناصر فضاء فوؾ       وكذلؾ 
 فضاء فوؾ كمجموعة مف كؿ دواؿ زوناؿ البوزونية  نتخذ

 { | }AF span Z A partition                    (4-6) 

 : الشعاع المنفرد بدلالة كثيرات حدود زونال4-4

مف اليسار  nLف تتثير إتجزئة  ؼاؿ مف اليميف يزيؿ المربعات مف nL تتثير ف اؾإذا 
ولتبسيط الكتابة نكتب  . المحتممة لمتجزئة ذاتياالأماكفيضيؼ مربعات في 

,| r sZ A    بالشكؿ | Z  : 
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| | | |

| | | |

| |

| |

n

n

n

n

Z L Z c

L z d Z

  
 

  
 

 

 

  

 



          (4-7) 

 

ومنيا 

 
( | ) | ,

( | ) ,

n

n

z L z c z z

z L z d z z

    

    

   

    
         (4-8) 

: ومف العلاقتيف أعلاه نحصؿ عمى

  
,

,

Z Z
d c

Z Z

 

 

 

 


                    (4.9) 

rsوعندما نؤثر عمى  كثيرات حدود زوناؿ  ذات التجزئة المستطيمة 
Z 1 بالمؤثرL 

 :

 

1 1( , 1),
|

1.2
2.

(1 2( 1))( 1 2)

4

(2 1)( 1)

r r rs s s s
c A Z L

r s

r s

 
 


   

 

                             (4-10) 

حيث أننا نستخدـ ىنا حاصؿ ضرب اليوؾ العموي لممربع الذي تتـ إزالتو 
مقسوماً عمى طوؿ اليوؾ السفمي لنفس المربع, وفي ىذه الحالة ىو المربع 

 الأخير

 وكذلؾ مف خاصية التعامد لدواؿ زوناؿ المتناظرة 
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1 1

1 1

0,0 0,0

, 1 , 1

0,0

0,0

| |

,
. .( | )

,

4 1 2 (2 1)( 1)
. . |

(2 1)( 1) 4 2

. |

r r

r r

r

r r

r

r

rss s

s s
rss

s s s s

s

s

L Z A L Z

Z Z
d A Z A c A

Z Z

r r s s
A Z

r s

rs A Z

 
  

 

 
  

 

 


 

 

   

(4-11)  

 

ذا اعتبرنا أثير      حيث يتـ ىنا حذؼ مربعيف مف التخطيط ذو الشكؿ 2Lوا 
: المستطيؿ   نحصؿ عمى

 

 2 ,( , 2),

4.4 1

(2 2( 1)) (1 2( 1)( 1)
r r r i s js s s

c A
r s m s

  


    
   (4-12) 

 

i.ىنا   jالذي يتـ حذفو  موقع المربع  .

 

r|  عمى  2Lيؽ بوبتط rss
Z A  يونغ المرتبة تجزئة  وبالإستفادة مف خصائص 

: تنازليا لدواؿ زوناؿ 

2 2, 2 , 2

,

,

1 (1 2 )(2 2( 1))(2 )(1 2( 1))( 1)( 1) .
.

16 (1 2).2.2.1

r r

r r

s s

s s s s

Z Z

Z Z

r r r r s s s s

  

 


 

      



 

(13-4) 

كذلؾ 
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 2 2 ,( ,( 1) )

2.2 2
.

(1 2( 2))( 3) (1 2( 1))( 3)
r r i s js s

c A
r s r s

  




     
 (4-14) 

 

2 2 2 2,( 1) ,( 1)

,

,

1 2 (1 2( 2))(2( 1))(1 2( 2))( 3)( 2)( 1)

16 4.3.2.1

r r

r r

s s

s s s s

Z Z

Z Z

r r r r s s s s

  

 


 

       
 

(15-4) 

 

2وبجمع الحالتيف  نحصؿ عمى    ,|r r ss
L Z A    

 

2 , , , ,

, , ,

1 ( 1)(1 2 )
| |

2 3

( 1)(1 2 )
4 |

3

r r s r m s n r m s n r ss

r m s n r m s n r s

s r
L Z A rs A Z A

s r
rs A Z A

   

   

 
 

 
 

( 16-4) 

 

r,  أفنّ وبما  sA 1ثر كؿ مف أفنّ إؼ,  ىنا ىي الحالة ذات الوزف الأعمى 2,L Lوي ا يس
. صفر

1لكف  كؿ مف   2 2 1, 1 ,( 1) , 2
| ,| ,|r r rs s s s s s
Z Z Z    

  صفر  ويا    لا تس,  
: فنّ  إوىذا يعني أننّو حتى تصبح الحالة تمثؿ شعاعاً منفرداً ؼ

 

, 0,0 0r sA A  
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r,ف ىذا يحدث عند   إؼ (16-4)ومف العلاقة   m s n  أفنّ  أي 
,( ) |r r ss

Z x A ىي الشعاع المنفرد وبتجزئة ليا تخطيط  الشكؿ المستطيؿ      (  
rectangular.)  

p   بحيث أفنّ     وعندما نحدد أنفسنا بقيـ  

q
   حسب نموذج   (,p q)  و

,p q صحيحة وموجبة   أعداد  ىي  .

ذا استخدمنا قيـ محددة لػ   1cف الشحنة المركزية  تحقؽ  ا ؼوا   وىذا يمكننا 
r, كتابة  الحالة ذات الوزف الأعمى  إعادةمف  sA بالشكؿ  :

 ,

1
( )

2
r s

pr
A s

q
                        (4-17) 

ذا a,0 عدد صحيح موجب مثؿ أدخمنا وا  a z  الأعمى إلى الحالة ذات الوزف  
: بحيث يمكف كتابتيا بالشكؿ

 ( ), ( ) , 0r r aq s s ap aq apA A              (4-18)       

وية   يصبح لدينا سمسمة امع ىذه المتس(16-4) و(11-4)وبتركيب العلاقتيف  
| أولياىائية مف الأشعة المنفردة فلا rs

Z  : 

2( ) ( 2 ) ( )
| ,| ,| ,.......,| ,.....r m q m q m aqs s p s p s ap
Z Z Z Z    

    

(19-4) 

   عمى 2L  و1L  ثر كؿ مف   أتحقؽ مف ىذه  النتيجة ندرس ؿوؿ
( )( )

| m aqn ap
Z 

 .   
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( ) ( ) 1 ( )

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

1 ( ) (( ) , 1),( )

( ) ( )

( ) , 1 ( ) , 1

||

|

|

m aq r aq r aq

r aq r aq

r aq r aq

n ap s ap s ap s ap

s ap s ap

s ap s ap s ap s ap

L Z c

Z Z

Z Z

   

 

   

    

 

     



 

 
 

(4-20) 

لكف   

 

( ) 1 ( )(( ) , 1),( )

( ), ( )

1.
2

(1 ( ) )(( ) )

r aq r aqs ap s ap s ap

r r aq s s ap

c

A
r aq s ap




 

     

   



   
 

  

كذلؾ  

 

 

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

( ) ( )

( ) , 1 ( ) , 1

|

|

1 (0 ( ))(1 ( 1) )( 1 )( 0 )

4

r aq r aq

r aq r aq

s ap s ap

s ap s ap s ap s ap

Z Z

Z Z

r aq r aq s ap s ap  



 

   

 

     

 


 

         
 

(4-21) 

: وبالتعويض في المعادلة أعلاه ينتج لدينا 
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( )

( ) 1 ( )

1 ( ), ( )( )

( ) ,( 1) ( )

| ( )( )

|

r aq

r aq r aq

r r aq s s aps ap

s ap s ap s ap

L Z r aq s ap A

Z Z



  

   

   

  

  

(4-22) 

)ومف تعريؼ الشعاع المنفرد   )1 ( )
| 0m aqn ap

L Z 
     فتف , 0aq apA   .

 

)   عمى  2L اثر وأما )( )
| m aqn ap
Z 

  فبنفس الطريقة  

 

( )

( ) 2

( ) 2 2

2 ( )

( ( )),( ( )) ( ) , 2

( ( )),( ( )) ( ) ,( 1)

1 ( 1)(1 ( ) )
| ( 1)( )

2 1

|

1 ( 1)( 2)
( )( ).

2 1

|

r aq

r aq

r aq

s ap

r r aq s s ap s ap s ap

r r aq s s ap s ap s ap

s ap r aq
L Z r aq s ap

A Z

r aq s ap
r aq s ap

A Z









 

 



      

      

   
   



 

   
  



 

 

(4-23) 

)ومف الشرط    )2 ( )
| 0r aqs ap

L Z 
        ينتج  

, 0aq apA     

 

ذا  2 قيمة  أخذناوا       2حيث, 1p q ننا نتعامؿ مع نموذج   إ  ؼ
2c     2,3 واخترنا الحالة ذات الوزف الأعمىA لممستوى   كمثاؿ  

2.3 6k rs   
 

: ف  لدينا سمسمة مف الأشعة المنفردة  إومف ثـ ؼ
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2 3 4 53 5 7 9
| ,| ,| ,| ,.........Z Z Z Z    

(4-24) 

1ثر كؿ مف أ: مثال  2,L L  3.3,3   عمى| Z  والذي يتخذ تجزئة مستطيمة     
كما ىو مبيف في التخطيط  

 

 

  

 

   

 

3 نحسب المعامؿ 1 3(3 ,2),3
c   1 الناتج مف تطبيؽL 

3 1 3 3. 3(3 ,2),3

1.2
2.

(1 (3 1) )((3 1) )
r sc A

 
  

    

(4-25)               

2 وبوضع   تصبح المعادلة أعلاه :

 

      3 1 3 3. 3(3 ,2),3

1

5
r sc A                            (4-26)  

 

1.3 1.2 1.1 
2.3 2.2 2.1 
3.3 3.2 3.1 
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2بينما  3

2 2

3 3

3 ,2 3 ,2

|

|

Z Z

Z Z

 

 
 يعطى بالعلاقة 

2 3

2 2

3 3

3 ,2 3 ,2

| 1 (0 3 )(1 2 )(2 )(3 0 )

| 4 (0 )(1 0 )

Z Z

Z Z

   

 

     


   
 

(4-27) 

مع ملاحظة أنو في كؿ مربع في التجزئة  نضرب طوؿ اليوؾ العموي بطوؿ اليوؾ 
2السفمي  حتى نصؿ المربع الأخير في معايرة  البسط 33 3

|Z Z  وكذلؾ بالنسبة 
2لممقاـ  23 ,2 3 ,2

|Z Z .  2وبتعويض  

: ينتج

2 3

2 2

3 3

3 ,2 3 ,2

| 1 6.5.4.3
45

| 4 2.1

Z Z

Z Z

 
 

 
 

: ومنيا فتف

 

1 3,3,3 , 3, 3 3,3,2 ,| 9 |r s r s r sL Z A A Z A   

 

|3,3 عمى    2L بالنسبة لتتثير وأما Z فإ  ؼ :

2 3 3, 3(3 ,1),3

(2 0 )(0 ) 1
2.2. .

(2 2 )(1 ) (1 2 )(2 )
r sc A

 

   
 

 


   
 

2وبوضع قيمة   تصبح  :

2 3 3, 3(3 ,1),3

1

45
r sc A   

3,3,3    بينما  3,3,3

3,3,1 3,3,1

,

,

Z Z

Z Z

 

 
: ويانو يسإ  ؼ(15-4)  و مف العلاقة 



67 
 

3,3,3 3,3,3

3,3,1 3,3,1

, 945

, 2

Z Z

Z Z

 


 
 

2كذلؾ بالنسبة لػ  3(3 ,1),3
c :  

2 3(3,1 ),3

2.1.2
.

(1 )(2 2 ) (1 2 )(2 )
c

 

   
 

    

2  ومف ثـ                         3(3,1 ),3

1

45
c   

3,3,3      وأما 3,3,3

3,2,2 3,2,2

,

,

Z Z

Z Z

 

 
  يساوينو إ  ؼ   

3,3,3 3,3,3

3,3,1 3,3,1

, 675

, 2

Z Z

Z Z

 


 
 

 

3,3,3 عمى  2Lف اثر إو مف  ثـ ؼ ,| r sZ A  يتخذ الشكؿ  :

 

2 3,3,3 , 3, 3 3,3,1 , 3, 3 3,2,2 ,

21 15
| | |

2 2
r s r s r s r s r sL Z A A Z A A Z A   


   

 

,3 إذا كانت المعاملات  إلاوي صفر اوىذا لا يس 3r sA  وي صفر  ومف ا تس
,3ف ىذا  يحدث عند إؼ (4.17 )العلاقة  3r s   0,0 عند أيA 

 

ن ا الموغرتمي وتركيب خمية جوردتباعدال4-4 

Logarithmic Divergence and Jordan Cell 
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  [Guarai(17)]   في بحث غورايبدأت وجود التباعدات في دواؿ الإرتباط اف
)لنموذج     2)c   1 و

( )
8

h   والنظريات التوافقية الموغرتمية ليا           
.  وجود تمثيؿ غير قابؿ لتخفيض وأىمياخصائص متنوعة 

   أفنّ و
0Lمجموعة  ف وىذا يقود إلى تعميـا في موتنّر الطاقة يظير تركيب بموؾ جورد

دواؿ التجزئة والتي , (null states  )الصفرية (الأشعة)الحالات :مف الأدوات 
 الياممتوف أفنّ حيث ,تستخدـ في نظرية الحقؿ التوافقي الأصمية 

0 0L L أف يمكف 
. يصبح كمصفوفة قطرية 

 ظيور التمثيلات غير القابمة لتخفيض ناتج عف وجود الموغرتيـ في دواؿ الارتباط إف
i, نقاط وعند وجود حقميف توافقييف  الأربعذات  j  يفترض بتف يكوف التمييد 

( EOP)التوافقي ممكف ويؤدي إلى نشر ضرب المؤثرات

 ( ) ( )
( ) i j n

n
i j nh h h

c
z w

z w
  

 



                      (4-28) 

فنّ دالنّة الارتباط إوعمى فرض وجود حقميف في النظرية وبنفس الأبعاد التوافقية ؼ
:  لنقطتيف تعطى بػ 

           2( ) (0) hz z                       

)  إذا اعتبر نموذج 2)c   , 1
( )

8
h   تحت تتثير الزمرة الخاصة الخطية  

(2, )SL cنقاط لمحقؿ لأربعفنّ الدالة إ  ؼ بدلالة ى تعط ( )F x  

 
1

2
1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) (( )( )) ( )z z z z z z z z F x          (4-29)  

 

) تعطي نشر سمسمة لورنتز لمدالة (29-4)والمعادلة أعلاه  )F x والتي ىي أكثر 
عمومية وبالتالي يمكف تفسير ضرب المؤثرات وىذا ممكف إذا استخدمنا المستوى 
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لشعاع المنفرد عندؿني الاند أو المستوى الثرساذ-وني لياممتوف كالوغيراالث
1

, 2
8

h c    

    
1

( ) ( ) ( )

( ) ( 1)i i

i

HZ x Z x

i m

  

   




                            (4-30) 

 

 

2
2 2

2
1 1

1

1
( ) ( )

( 1)) ( )

m m

i i

i i i ji i j i

m

i i

i

x Z x x Z X
x x x x

k k i m Z x

 



  



 


  

  

  


     (4-31) 

 نحصؿ عمى المعادلة التفاضمية الجزئية  m=2وعند 

 

2 2 2
2 2 1
1 22 2

1 2 1 2 1

2
22

1 1 2 2

1 2 2

( ) ( ) ( )

( )

( ) 1
[ ( 1)] ( ) 0

( ) 2

Z x Z x Z xx
x x

x x x x x

x Z x
Z x

x x x

  

   

  
 

   


     

 

 

(4-32) 

1وباستبداؿ  2 1 2,x x y u x x   أفنّ     نجد  
2 2

2 2

2 2
( 2 ) 2u v Z v Z

u v
 

 
 

 
 

2
2

1 2 22 [ ( 1)] 0uv Z u Z v Z Z
u v u v

     
  

      
   

 

(4-33) 

2وبتعويض   ,
u

r t 


  نحصؿ عمى        :
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2 2

2 2 2

1 2 22
(1 ) 2 2[ ( 1)] 0

Z
r Z t Z r Z

r t r


    

 
      

  

(4-34) 

 ولذلؾ نضع  tوىذه المعادلة متجانسة في 
( ) ( )Z t f r

  التاليةالأصمية   ومنو نحصؿ عمى المعادلة : 
2

2

1 2 2 22
(1 ) 2 [( )( 1)] 0

f f
r r f

r r

 
   

 
      

 
 

1ثـ نضع     
(1 )

2
w r  كمتغير مستقؿ فتصبح المعادلة       :

 
2

2
(1 ) (1 2 ) ( 1) 0

d f df
w w w s s f

dw dw
           (4-35) 

1حيث أف 2s   اليندسية  فوؽدلة العامةا وعند مقارنة المعادلة الأخيرة بالمع  .

 
2

2
(1 ) [ ( 1) ] 0

d f df
w w d u d w abf

dw dw
          (4-36) 

نجد أفنّ كثيرات حدود زوناؿ متضمنة في حؿ المعادلة التفاضمية اليندسية  

 

                , 1

1

s a b s

d

   


                          (4-37) 

 

والمعادلة التفاضمية اليندسية ليا حلاف مستقلاف بدلالة الدالنّة  

 
1

2

( , , , )

( , 1,2 , )t d

f f a b d w

f w a d b d d x



              (4-38) 

 [Erdelyi,.. (11)] وعند نشر(OPE) لمحقؿ ينتج (29-4) معادلة  :  
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 1

2

1
( ) (0) ( )d

h
z I z I

z
                         (4-39) 

I , مؤثر  الوحدة    ىو Iحيث  مؤثر شبيو غير قطري وىذا يؤدي إلى دخوؿ    
I ,    Iف ا إذا ؾالموغريتـ  ليما  نفس البعد التوافقي   (d=1)  ّأو أفن I  لو بعد  
     .  I المؤثرات المتحدرة مف   لأحدتوافقي 

وس والتي تتضمف الشكؿ وبيفوالمعادلة أعلاه تحؿ بتكثر مف طريقة منيا طريقة فر
n

n

n

x a xوحؿ المعادلة الناتجة ؿ     0عندn  وتؤدي إلى علاقة مرجعية  
 اليندسية فوؽلمدالة 

     ( 1 ) 0d                                 (4-40) 

,1وحؿ المعادلة يتضمف  1d  1 عند الحالة
2,

8
c h


  

   اليندسية يقرأ كالتالي فوؽ   حؿ المعادلةفإف وبالتالي 

 

 
( ) ( , 1,1, )

( 1) ( ) ( , 1,1, ) ( )

f x F s s x

f x Log x F s s x H x

 

   
            (4-41) 

)حيث أفنّ  )F xة الثانيةجرد ىندسية  مف اؿ فوؽىي دالة( )H x  دالة لوغرتمية حرة
xوالحميف لدييما قطبية عند قيـ معينة لػ   ف في بعديف اوفي حاؿ خمية جورد   

I ف لممؤثر اتظير خاصيت وتجمؿ كالتالي   :

            0

0

| |

| | |

L h

L h

 

  

 

    
                   (4-42)   

:   بينما تتثير مولدات فيراسورو عمى الحقؿ 
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1

2

1

2

[ , ] ( ( 1) )

[ , ] ( ( 1) ) ( 1)

n n n

n

n n n n

n

L z d h n z

L z d h n z n z

 

  





   

      
      (4-43)  

 تـ الشريؾ الموغيرتمي والمعادلة الثانية ي ىو الحقؿ الأساسي بينما وىنا 
وكذلؾ     ,hالحصوؿ عمييا مف اشتقاؽ الأولى بالنسبة ؿ 

h








 

فنّ نشر ضرب إوفي العلاقة المرجعية عندما  يكوف الفرؽ بيف الحميف عدد صحيح ؼ
 مع , في ىذه الحالة يختمؼ0Lف لػ  اتمي وتركيب جورديالمؤثرات لحقميف يصبح لوغر

بعاد الحقؿ عند نشر المؤثرات لحقميف أملاحظة أفنّ حؿ المعادلة المرجعية يزودنا ب
d,1 ليا بعد توافقي صحيح بينما عند والذي يعني أفنّ  m m z   1فتف ليا بعد 

 ليا بعد توافقي موجب وفي حالة ف إ   ؼmتوافقي سالب وعند قيـ سالبة لػ  
2, 1c h   0وبوضعm فتف تتثير مولدات فيراسورو عمى الحالات   :

             
0

0

1

| | |

| | |

| | .

L

L

L

 

  

 

 

    

  
                         (4-44)      

|نتيت الحالة اإذا  سية الأسا  شبوة نيا تسمى الحاؿإ بالمؤثرات الموجبة ؼ          
( quasi-primary) . وفي الحالة العامة تكوف المعادلة التفاضمية التي تؤثر عمى

( )F x مف الرتب العميا   .

,0عودة إلى الحالة  1m d  ومف [ Erdelyi,… (11)] (36-4)لةفتف حؿ المعاد 
0wالذي يكوف منتظما  عند  يعطى بالعلاقة   :

 2 1

0

( ) ( , , , )
!

nn n

n n

a b
f w w F a b d w

d n





    (4.45) 

 

2حيث أفنّ  1, ( , , , )F a b i w اليندسية  وعند فوؽ  ىي الدالنّة

 , 1, 1a s b s d     فتف 
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 1
( ) ( , 1,1, )

2

r
f r F s s


      (4.46) 

(  Erdelyi1981p 1  11) اليندسيةفوؽوباستخداـ خصائص الدواؿ 

 
1 1

(2 ,2 , , ) ( , , ,4 (1 ))
2 2

F d e d c t F d e d e t t     

(4-47) 

: فإولذلؾ ؼ

 
2

1
( ) ( , 1,1, )

2

1
( , ,1,1 )

2 2

r
f r F s s

s s
F r


  

 
 

      (4.48) 

 [Erdelyi,…(11)p 108]    ف وـ

 

1 2( , , , ) ( , , 1,1 ) (1 ) ( , , , , 1,1 )d a bF a b d t A F a b a b d t A t F d a d b d a b t           

 

(49-4) 

  :حيث أف

           
1

2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

d d a b
A

d a d b

d d a d
A

a b

   

   

   


 

                                 (4-50) 

 



74 
 

  :يمكف كتابتو كالتالي ( 4-32)ف حؿ المعادلة إؼ

 

 

  

 

(4.51) 

 

 1 2

1 1
( ) (1) (1) ( )
2 2,
2 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

A A
s s s s


   


   

   
             

  :فنّ كثيرات حدود زوناؿ المرتبة الثانية تعطي بالعلاقةإومف ثـ ؼ

1 2

1 2

2
1 2

1 2

2
1 2

1 2

,

, 2

( )| |/2 2 1 1
1 2 2 2 2 41 2

2 2

1
(| | 1)

2
( )1 2 2 1 3

2 2 2 41 1
1 2 2 2

( )

( )

1
( ) (1)
2( ) ( , , , )

( ) ( )

1
(1) ( )

( ) 2 ( , , , ( )
2( ) ( ) ( )

x xs s
x xs

x xs s
x xs s

Z x

Z I

x x F

x x
F

x x

 

 





 

 



 

  



 


 

  


 

 

(52-4) 

1  ىو عدد صحيح موجب وأف sمع ملاحظة أفنّ    2

1 2

( )

, ( ) 2Z I  

 


 .

1وعند  2 فنّ  إ  ؼ, ( )Z p   تمثؿ الشعاع المنفرد مف الرتبة الثانية لمنظرية 
2c  .   ذا وضعنا الوزف التوافقي 1 وا 

8
h   فإننا  نقترب عممياً مف  نموذج 

2 2

1

2

2

1 1 1
( , ,1,1 ) ( , , , )

2 2 2 2 2

2 1 3
( , , , )

2 2 2

s s s s
F r A F r

s s
A rF z

   
 

 

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1)شبكة  بوليمرات مكثفة 
2,

8
c h   ) وىذا يعني أننا نستطيع .في الحقؿ التوافقي

أف ندرس أثر الكميات الفيزيائية الممثمة بالحقوؿ عمى طوؿ الترابط بيف الجزيئات 
ليذه الشبكة باستخداـ الشعاع المنفرد بدلالة كثيرات حدود زوناؿ بدلًا مف المجوء إلى 

النموذج الموغريتمي والتعامؿ مع  حقؿ لوغريتمي مضاؼ لمتغمب عمى مشكمة 
, وكوف المدى الواسع لكثيرات حدود زوناؿ فإفنّ ىذا يمكف (Normalization)التطبيع

 .مف دراسة شبكات ذات مساحات اكبر
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 الفصل الخامس

  العقدية  كثيرات  حدود زورنالالأشعة المنفردة بدلالة 

Singular Vectors in term of complex Zonal polynomials 

     

في ىذا الفصؿ سنقوـ ببناء الشعاع المنفرد باستخداـ كثيرات حدود زوناؿ العقدية    
وحقؿ المادة   (Gravitation Field)وذلؾ عند وجود تفاعؿ بيف حقؿ الجاذبية

(Matter Field ) ,  وذلؾ باستخداـ دوراف الزمرة الخاصة المتعامدةSO(2,C)  
في الفضاء العقدي ,حيث الحالة الفيزيائية للاندفاع تتكوف مف جزأيف ,الأوؿ حقيقي 
يمثؿ المادة و آخر عقدي يمثؿ الجاذبية ,وباستخداـ النموذج الحرج حيث أفنّ الشحنة 

,وىي تتتلؼ مف جزأيف أيضاً ,أحدىما يتعمؽ بحقؿ  ( 26)المركزية الكمية تساوي 
 .Lc(Liouville Field)  والثاني يتعمؽ بحقؿ الجاذبية Mcالمادة 

1Mcومقدار الشحنة المركزية لحقؿ المادة   يحدد وجود تفاعؿ حقؿ الجاذبية مع 
1Mcعند .المادة يتواجد الحقلاف معاً دوف تفاعؿ بينيما  . 

 سوؼ يتـ استخداـ كثيرات (3-3),(7-3),(8—3),(11-3)مف خلاؿ العلاقات 
بعد تحميؿ كثيرات حدود زوناؿ  (تتكوف مف صؼ واحد)زوناؿ العقدية الإبتدائية 

 [Bouwknegt (4)]  .   المجزأة 

1عندما يكوف مقدار الثابت    كثيرات  حدود زوناؿ فإننا نتعامؿ مع    في
مف دمج خصائص  وىذا يمكننا،كثيرات حدود زوناؿ  بدلالة الإحداثيات العقدية 

لكثيرات حدود شور  في كثيرات حدود زوناؿ ,ومع ملاحظة أنو لف يتـ الربط ىنا 
نما ربط نموذج-بيف نظرية الحقؿ التوافقي و نموذج كالوغيرو - فيجف )ساذرلاند وا 

ونموذج فوؾ  باستخداـ جبر فيراسورو لمحصوؿ عمى الشعاع المنفرد  عند  (فوتش
 .أي مستوى مف خلاؿ تركيب خطي لكثيرات حدود زوناؿ العقدية 
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 : في حقل المادة مولدات فيراسورو 5-1 

)       (Feigen- Fucth فوتش_فيجف) بالربط بيف مقياس[4]وكنتاقاـ ب , )F P Q

( scalar field ) قياسيبر فيراسورو مف خلاؿ حقؿ جونموذج فوؾ باستخداـ 
( )z  وفضاء فوؾ يبنى مف الحالة الفراغية للاندفاع(| P ) ,وشحنة مرجعية  Q

ندفاع اوالتي ىي عبارة عف حد ينتج عف التكميـ الحقؿ الكلاسيكي وتعبر عف تفاعؿ 
21وشحنة مركزية , ندفاع الجاذبية االمادة و 12c Q  ومف تعريؼ مولد فيراسورو  

 :

 1
: : ( 1)

2
n k n k n

k z

L a a n n Qa



          (5-1) 

 

والعلاقة بيف . عدد صحيح nو , مؤثر رافع kaو  مؤثر خافض aحيث أف
: المؤثريف 

  
,

[ , ]

[ , ]

k k

k n k n

a a k

a a k 






                       (5-2)   

 

 

|عمى الحالة الفراغية kaبينما تتثير P  :

    | 0na P                                      (5-3) 

 

0nعندما تكوف   .0بينما عندn تصبح :

       0 | |a P p P                                (5-4)  
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وبتتثير
nLعمى الحالة| P ينتج (5-2)في فضاء فوؾ وبالاستفادة مف العلاقة :

 

 1
| : : ( 1) | 0

2
n k n k n

k z

L P a a n n Qa P



            (5-5) 

0nلكؿ    

 نرى اثر المولد(2-5)وباستخداـ العلاقة 
nLعمىa 

 ,[ , ] | ( 1)n k k n n kL a P ka n n                                   (5-6) 

aوفي حالة التعويض عف, ىي دلتا كرونكر حيث أف  بدلالة متغير جديد
,      بحيث أف  MQ الشحنة المرجعيةلإدخاؿ 2x a Q

k
 


   تصبح العلاقة

: بالشكؿ  (6-5)

 
,

[ , ] | [ , ] |

[( ) ( ) ] |

n k n k

k n n k

L x P L a P
k

k n x P kQ P



 





 

    

                    (5-7) 

 

 إلييامع ملاحظة أننا سنركز عمى القطاع المادي في الشحنة المرجعية ونشير 
 حالات منفصمة تعتمد عمى يتخذوالتي MPندفاع وكذلؾ بالنسبة للاMQبالرمز

1MCعند والتي تحدد مستوى الطاقة  r,s صحيحة موجبةوبتعدادمحددات خاصة   

 تصبح m=nولذلؾ عندما تكوف (22-3)تخضع العلاقة التبادلية nLوالمولدات
:  العلاقة 

    [ , ] 0n nL L                                          (5-8) 

nوعندما تكوف m تصبح بالشكؿ :

 [ , ] ( )n m n mL L n m L                            (5-9) 
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,1فمثلا إذا كانت , خرىولذلؾ يمكف أف تولد جميع المولدات الأ 1n m  فنّ إؼ
 العلاقة السابقة تعطي

1 1 0[ , ] 2L L L ,والمؤثر
0L ّيمثؿ الياممتوف بحيث أفن   :

 0[ | |L P h P                                  (5-10) 

,1 وضعناإذاو 2n m 1نو تعطيإؼ 2 3[ , ]L L Lوىذا يجعمنا نكتفي بالمؤثريف  
1 2,L L 

 

: 1Lتصبح عند استخداـ المؤثر (5-7)العلاقة 

 1 1[ , ] ( 1) ( )k kL x k x P Q           (5-11) 

 

1تحتوي عددا كبيرا مف المتغيرات xوعندما تكوف 2( , ........, ,.....)x x x x  1فنّ اثرإؼL 
:  الشكؿ    يتخذxعمى 

1 1 1 ,1

1 1 1

[ , ] 2 ( )j j j

j j

d
L x jx x Q P Q x

x x




 

 


  

 
 

(5-12) 

:  عمى شكؿ مشتقة 1Lوىو ما يجعمنا نكتب 

 

 1

1 1 1

[ , ] [ 2 ( ) ] ( )j

j j

d
L f x jx Q P Q f x

x x





 


  

 
 

(5-13) 

ذا  )قتراف الا عمى أثرناوا  )g x1بالمؤثرL1باستخداـ العلاقة التبادلية[ , ( )]L g x عمى
|الحالة P نو يعطينا إؼ :
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1 1 1

1

1 1 1

[ , ( )] | ( ( ) ( ) ) |

[ ( ) 2 ( ) ( )] |j

j j

L g x P L g x g x L P

jx g x Q P Q g x P
x x

 

 

  

 
   

 


 

(5-14) 

 

)1  حيث أف الحد ) |g x L P 2وبالنسبة لممؤثر. وي صفر ايسL نو يمكف تحويمو إؼ
)بو عمى  إلى صيغة مشتقة بنفس الطريقة ويصبح الشكؿ عند التتثير )g x :

2 1

1 1 2

2
2 2

2

1 1

1
[ , ( )] ( ) ( ) ( )

2

( ) ( )

j

j j

L g x jx g x P kQ g x
x x

g x g x
x x



 



 

 
  

 

 
 

 


 

(5-15) 

 

1ثر   أ5-2   2,L L  العقدية  كثيرات حدود زونالعمى  : 

                Action of 1 2,L L  on complex Zonal polynomials      

1ثر كؿ مفأسنبحث بداية  2,L L قتراف زوناؿ دوف تجزئةا عمى( )Z x باستخداـ 
 والصفة الثانية (12-2) وصفة كثيرات زوناؿ الأولى مف العلاقة (13-5)العلاقة

) عمى1Lثرأف إ ؼ(16-2)مف العلاقة  )Z x يصبح : 
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1 1 1

1

1 1

1

1

[ , ] | ( ) |

|

( ) 2 ( ) ( ) |

[( 1) 2 ( )] ( ) |

k k k

k

j k j k

j

k

L Z P L Z Z L P

L Z P

jx Z x Q P Q Z x P

k Q P Q Z x P

   



 

  

 

   

    

 

(5-16) 

وعند ,  يعمؿ كمؤثر خافض بمقدار واحد عمى كثيرات حدود زوناؿ 1Lوىذا يعني أفنّ 
والصفتيف الأولى والثانية لكثيرات  (2-13) وباستخداـ العلاقة 2Lالتتثير بالمؤثر
: فنّ النتيجة تكوف عمى الشكؿ إحدود زوناؿ ؼ

 

2 2

2

1 1 2 1

1 1

2

2 1

1

[ , ] | |

( 1) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) |

{[( 1) 2 ( )] ( ) 2 ( ) }|

k k

m k m k k

m j

k k

L Z P L Z P

m x Z x Q P Q Z x Q Z x P
x

k Q P Q Z x Q Z x P
x

      

 

   

 


     




     





 

(5-17) 

 

 يعمؿ كمؤثر خافض لكثيرات حدود زوناؿ  بمقدار رتبتيف 2Lيجعؿ وىو ما

نو يمكف التعبير إ لممعادلتيف السابقتيف ؼالأيمفني في الطرؼ اما بالنسبة لمحد الثأ
, صحيحة موجبةأعدادوىي r,sعنو بدلالة متغيرات جديدة  0r s وبدلالة اليزازات 

Q  نـّ  .تبيف الاندفاع لمحالات المنفصمةالتي .  التعبير عف مستويات ىذه الحالاتث
r,1 وعند    (13-3),(11-3)ويتـ ذلؾ مف خلاؿ العلاقات  s     لممستوى أي 

s بالشكؿ  (3-11) تصبح العلاقة :
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( (1, ) ) [( 1)( )]
2

1

M M M LQ
P s Q s Q iQ

s

    

 

 

(5-18) 

والمعادلة أعلاه تبيف ارتباط الاندفاع في القطاع المادي مع كؿ مف الحقؿ ليوفيؿ 
بينما في حالة  . sوحقؿ المادة مف خلاؿ الشحنة المرجعية لكؿ منيما عند المستوى 

0MQف الاندفاع يرتبط مع حقؿ ليوفيؿ حيث تكوف إؼ (free field )الحقؿ الحر   
: ندفاع  ليوفيؿ بالشكؿ اولذلؾ يبقى 

 1
(1, ) (1 )

2

L LP s s Q          (5-19) 

  : k,s بدلالة      (5-17),(5-16)ولذلؾ يمكف كتابة المعادلتيف 

 1 1

2 2

[ , ( )] ( ) ( )

[ , ( )] ( ) ( )

k k

k k

L Z x k s Z x

L Z x k s Z x





 

 
         (5-20) 

 

,1,2والمعادلة الأخيرة تجعؿ ( )nn L Z xكمؤثر خافض وعند المستوى  k=s يكوف    
2الشعاع المنفرد

( ) |M M

s n

Q
Z P P

n


  

:  عمى كثيرات حدود زونال المجزئة 1Lثرأ 3-5  

( 2-11)قتراف زوناؿ الابتدائي مف العلاقة اتعرؼ كثيرات حدود زوناؿ بدلالة    
1 عمى التجزئات 1Lسنبدا بدراسة اثر 2 3, , ........  بطريقة الاستقراء  .

 ;كثيرة الحدود
1 2, .Z    الشكؿتتخذ   

1 2 1 2 1 2, . , 1 1Z Z Z Z Z        وعند التتثير عمييا 
ثـ تجميع الحدود المتشابية  (2-14) باستخداـ خاصية التوزيع والعلاقة 1Lبالمؤثر
: ينتج 
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1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 , 1 1

1 1 1 1

1 1,

2 , 1

[ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

L Z L Z Z Z L Z

L Z Z Z L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

     

   

 

 





 

 

 

 

 

   

   

 

(5-21) 

 

 (3)وعندما يكوف عدد التجزئات 
1 2 3, ,  ننا نستطيع مشاىدة اثرإ ؼ

1Lعمى 
1 2 3, ,Z    

: وتكوف النتيجة, باستخداـ العلاقة السابقة 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 , ,

1 1, ,

2 , 1,

3 , , 1

[ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

[ 3 2 ( )]

L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

  

  

  

  







 

 

 



  

   

   

 

(5-22) 

 

ننا نستخدـ صفة أخرى لكثيرات حدود زوناؿ إوبما أفنّ التجزئة مرتبة تنازليا ؼ
1 ,..., 1, ,..., 0

n
Z      

 

1 تجزئاتلأربعما بالنسبة أو 2 3 4, , ,   1ف اثرإ ؼL عمى 
1 2 3 4, , ,Z     عمميات جبرية  بعد

: خذ الشكؿأ يطويمة
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 , , ,

1 1, , ,

2 , 1, ,

3 , , 1,

4 , , , 1

[ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

[ 3 2 ( )]

[ 4 2 ( )]

L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

   

   

   

   

   









 

 

 

 



  

   

   

   

 

(5-23) 

 عمى التجزئة يؤدي إلى نقصاف 1L نلاحظ أفنّ أثر   (23,22,21)مف العلاقات 
,لاحقاً سيتـ فؾ كثيرات زوناؿ  إلى كثيرات ابتدائية ليا تجزئة  (1)التجزئة بمقدار 

 . صؼ واحد

1وبشكؿ عاـ لأي تجزئة  2 3, , ,........., n   1ف اثر إ ؼL كثيرات حدود زوناؿ  :

1 2 11 , ,..., ,..., 1,...,

1

[ , ] [( ) ( )]
n j n

n

j

j

L Z j P Q Z       



    

(5-24) 

 عمى كثيرات حدود زونال  2Lثر أ5-4

وخاصيتي التوزيع  (2-15)والعلاقة  (1-24)ننا نستخدـ العلاقةإ ؼ2Lبالنسبة لأثر
: ة سؽوالتجميع ثـ تنظيـ الحدود المتنا

 عمى2Lثرأ -
1 2,Z   .

 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

2 , 2 2

2 1 1 2

1 2,

2 , 2

2 2

1, 1 , 1

1

[ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

( 1)

L Z L Z Z Z L Z

L Z Z Z L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Z Z
x

     

   

 

 

   





 

 

 

 

  

 

 

   

   


  



(5-25)    
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ثرأ -
2Lعمى 

1 2 3, ,Z   . 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

2 , ,

1 2, ,

2 , 2,

3 , , 2

2

, 1, 1 1, , 1 1, 1,

2

, , 1

1

[ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

[ 3 2 ( )]

( 1){ }

L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Z Z Z

Z
x

  

  

  

  

        

  











 

 

 

     





  

   

   

   






 

(5-26) 

 

 

 عمى2Lثرأ
1 2 3 4, , ,Z    . 
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1

2 , , ,

1 2, , ,

2 , 2, ,

3 , , 2,

4 , , , 2

2

, 1, 1, 1, , 1, 1, 1, ,

,

[ , ]

[ 1 2 ( )]

[ 2 2 ( )]

[ 3 2 ( )]

[ 4 2 ( )]

( 1){

L Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Q P Q Z

Z Z Z

Z

   

   

   

   

   

           













 

 

 

 

     



  

   

   

   

   


2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

1, , 1 1, , , 1 , , 1, 1

2

, , , 1

1

}Z Z

Z
x

          

   

     



 






 

(5-27) 

 

 

 

: كثيرات حدود زوناؿ ـ صفةدونستخ

   
1 1,...., 2, ,...., ,...., 1, 1,....,n n

Z Z             (5-28) 

( permutation  ) لأفنّ التباديؿ ؾزدياد  التجزئات وذؿانلاحظ ازدياد عدد الحدود ب
 عمى 2Lثرأف إولذلؾ ؼ. قترانات زوناؿ الابتدائية تزداد بشكؿ كبير بينيا ابدلالة 

1 2 3, , ,......, n
Z      :      
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1 2 1

1

1 2

2 , ,...., ,...., 2,....,

1

2

,...., 1,..., 1,....,

1

2

, ,...., 1

1

[ , ] ( ( ))

( 1)

n i n

i j n

n

n

i

j

i j n

L Z i P Q Z

Z

Z
x

     

   

  

 









 

  



   

 








   

(5-29) 

 

 

 

 :شعة منفردة أكثيرات حدود زونال العقدية ك 5-5

         Complex Zonal polynomials as singular vectors 

 

 اقتران حقل الجاذبية مع المادة التوافقية5-5-1   

Gravity coupled to conformal matter  

1عندما تكوف قيمة  1ف كثيرات حدود زوناؿ إ ؼ( )Z x



 بدلالة الإحداثيات تصبح 
 لجبر فيراسورو BRSTوكذلؾ يمكننا أف نعتبر كوىومولوجي  . عقديةاؿ ,vir M 

) مع وجود موتنّر الطاقة M نموذج لفيراسورو لأي )T z والشحنة المركزية الكمية 
c=26.  

:   بالعلاقة BRST مؤثر ى يعط

                   1
2

( ( ) ( )) ( )
2

zd
d T z T z c z

i
              (5-30) 

عداد شبح أوني الخاص بي ىو نموذج فوؾ الفيرـGFحيث أفنّ GFوالذي يؤثر 
(ghosts( )b,c)  وموتنّر الطاقة( )GT zو   فيجف  نماذجموتنّر لاثنيف مف  -
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Gفوتش  LF F  وفي الحقؿ الحر لمجاذبية الكمومية في بعديف المقترنة مع 
Fفنّ إالمادة التوافقية ؼ  متعمؽ بالمادة و LF يتعمؽ بحقؿ لوفيؿ لمجاذبية ,L M 

 يفسر بمحدديف الشحنة المرجعية F فيجف فيتش نموذج.  حقؿ لوفيؿ Lلممادة و  
Q  والاندفاع   بحقؿ سمنّمي أيضاً  ويتعمؽ ( )zبالعلاقة ى وموتنّر الطاقة يعط  :

  21
2

( ) : ( ) ( ) :T z z z i             (5-31) 

في الفراغ   hوالوزف التوافقي  c والشحنة المركزية . ثر  جبر فيراسوروأوىو يعرنّؼ 
: تعطى بالعلاقات 

 
 

2

1
2

1 12

2

c Q

h P Q

 

  
     (5-32) 

ذا اعتبرنا الاندفاع المزاح بمقدار   :  بالعلاقة ى يعطQوا 

                  P p Q                             (5-33) 

فوتش يصبح بدلالة -  ف نموذج فيجف إ وبالتالي ؼ ,Q ذا كانت الشحنة  وا 
26cالمركزية الكمية في حالة الجاذبية    ركز عمى الشحنة المركزية المتعمقة فننا إؼ

بالمادة  

             21 12( )c Q                                (5-34)                   

 

 العلاقة التركيبية   عمىننا نحصؿإ ؼ(4-3)ومف الشرط 

                        1
( )

2

M LQ Q iQ                 (5-35) 

26Lcوالشرط    c  يعطي      

 

(5-36                      )                            1Q Q    
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ذا  :  بالتعريؼ r,s محددات جديدة حقيقية أدخمناوا 

                  
_

1 1
,

2 2
r Q s Q 



 
                 (5-37) 

  r,sبدلالة  .. ومف ثـ يمكف كتابة الاندفاع 

 

          
21

( , ) 2

1
( , ) 2

[( , ) ( , )2 ]

[( ) ( ) ]

r s

L L

r s

r s Q r s Q

i r s Q r s iQ

 



  

    
          (5-38) 

ذا اعتبرنا أف كثيرات حدود زوناؿ العقدية  )1الابتدائيةوا  )Z x



  تعرؼ مف خلاؿ
. الدالنّة المولدة 

               
( )

1exp ( )

k
k

k N

t x
K

k

k z

t z x




                   (5-39)    

والذي يتضمف  

                            

 

1

1

0

0, 0

1

Z x

Z x

  


                 (5-40)  

ومف خصائص كثيرات حدود زوناؿ الحقيقية التي تنطبؽ عمى كثيرات زوناؿ العقدية 
 .

                   

 

1

1

1 2

( ( ))

( ......)k

trace x Z x

x x Z x








  




             (5-41) 

1ولكؿ تجزئة  2{ ......}    .ة تعرؼ أفنّ كثيرات حدود زوناؿ العقدية المجزإؼ
: كالتالي 

  
1 2

1

, ,.....,( ) det( )
n i i jZ x Z x Z               (5-42) 

x الإحداثيات تعريؼ أعدناإذا   بدلالة الاندفاع p    واستخداـ جبر ىايزنبرغ

                          ,[ , ]i n n                     (5-43) 
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2بحيث أفنّ  k

Q
x x

k



    ,  وتتثير

nP عمى الحالة | P  

                          | 0, 0

| |

nP P n

P P P P

 

 
                (5-44) 

 nP ةولذلؾ يمكف كتابة مولدات فيراسورو بدلاؿ

 1
2

: : ( 1) M

n k n k n

kez

L p p n Q p      (5-45) 

: ومف ثـ 

     ,[ , ] 2n n nL x k n x Q Q                 (5-46) 

)  بالاعتبار دالة مثؿ  أخذناوذا  )f x  1  حيث  أف 2( , ,...)x x x نحصؿ عمى اثر 
2 1,L L عمى الدالة( )f x   

  1

1 1 1

[ , ] 2 ( )j

j j

df f
L f x jx Q P Q

x x





 


  

 
              (5-47)   

: وبعد حسابات يدوية  نحصؿ عمى 
2

2 2

2 2

2 2 1 1 1

[ , ( )] 2 ( ) 2 2j

j

df f f f
L f x jx Q P Q Q Q

i x x x x x
  



   
    

    


 (5-48) 

   العقديةكثيرات زوناؿؿ الأساسيةخصائص اؿمف 

      1 1( ) ( )n

n

Z x Z x
x

 





                 (5-49) 

      

 عمى نحصؿ عمى الشعاع المنفرد  (47-5)مولدات فيراسورو في العلاقة  مف 

 
1 1 1

1

1 1 1

[ , ( )] ( ) 2 ( ) ( )k j

j j

L Z x jx Z x Q P Q Z x
x x

 





 

 
  

 
 



91 
 

(5-50) 

 

1mوبوضع     j نحصؿ عمى    :
1 1 1

1 1 1

1

( ) ( 1) ( ) 2 ( ) ( )m m

m j

L Z x m x Z x Q P Q Z x


     

 

   

(5-51) 

 : ينتج   (2-11)في العلاقة لكف مف الخاصية 

 1 1

1 1( ) [( 1) 2 ( )] ( )L Z x Q P Q Z x              (5-52) 

1عمى 2Lكذلؾ بتطبيؽ  ( )Z x نحصؿ عمى :

 
 1 1

2 2[ , ( )] [( 1) 2 ( )] ( )L Z x Q P Q Z x          (5-53) 

2لكف المقدار  ( )M MQ P Q يصبح(3-11,)(3-7 )ات  مف العلاؽ   :

 
1

( ) [( ) ( ) ]
2

1
( ) ( ) 2

2

M M M L

M L M L M

P Q r s Q r s iQ

Q iQ s Q iQ Q

    

    

      (5-54) 

 

 

  :لكف

               
2

2

1
( )

2

M L

M L

M

Q Q iQ

Q Q iQ

Q Q Q





 

 

 

 

                  (5-55) 
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2 ومنيا يصبح المقدار ( ( , ) )M MQ P r s Q  بشكؿ عاـ : 

 
2 2

2

2 ( ) 1

( 1) 1

M MQ P Q rQ s Q

r Q s

  



    

   
                (5-56)   

1r  تكوف وعندما   ساسية لممستوى أ حدود زوناؿ العقدية تكوف اتفنّ كثيرإؼs  
بحيث 

(1, )

2
( ) ( ), 1, 2 ( ) 1M M M

k s n s n

Q
Z x Z P r Q P Q s

n


       

2 عمى 1Lوبتطبيؽ 
( )M

k n

Q
Z P

n




:   

 

  1 1

1

2 2
( ) ( 1 1) ( )

2
( ) ( )

M M

k n k n

M

k n

Q Q
L Z P k s Z P

n n

Q
k s z P

n

 
  


 

   

 

   (5-57) 

ذا كانت  1وا 

sZفنّ إ شعاع منفرد ؼ :

                         1

1 0sL Z                            (5-58)         

kوىذا يتـ عندما  s  

        1

1,

2
( ) |M M

s s n n

Q
V Z P P

n


                  (5-59) 

.  مف تخطيط يونغ المرتب واحدوىذا الشعاع بتجزئة صؼ

,وعند   1r s 2ننا نضع اليزاز السالب     إ  ؼ

2

Q M

n nx P

          

 

           
1

,1

1 ,1

2
( ) |

0

M M

r r n n

r

Q
Z P P

n

L






  



                  (5-60)       

[Bouwknegt (4)] 
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1cعند .  وبشكؿ عاـ :

                       ,1 0, 1,2n rL V n                    (5-61) 

ذا كانت الشحنة المركزية  1cوا  1  فنّ إ  ؼ, 0MQ Q    ومف نموذج 
, ( , )

P
Q p q

q
 1  يكوف  لمحالات المنفصمةP q 1عندc                                   

: rsومف ثـ يصبح الشعاع المنفرد عند المستوى 

              

1 1

,

1

, , ,.....,

( ) |

2
|

r

c M

rs s r n

B M

s s s s n n

V Z x P

Z P P
n

 





 

 

 
   

 


          (5-62) 

1وبتطبيؽ  2,L L عميو  

                             
1

1

1

2

0

0

c

rs

c

rs

LV

L V








                     (5-63)  

ما بالنسبة لكثيرات حدود زوناؿ العقدية والمجزئة أو 
1 2

1

, ,.....,

BZ x
  

 فتنيا تعطي بدلالة
:  كمحددة الإبتدائيةكثيرة حدود زوناؿ العقدية  

          
1 2

1

, ,....., det ( )
i

B

i jZ x Z x
   



            (5-64)    

: مثال

  1 1

1 2

11

,

2 1 2

B
Z

Z x
 

 



 





 

1 2 2 1 1 1

1 2 1 2 2 1 1 1

1

1 , 1( ) ( )b

z z z z

L Z x L z z z z

   

     

 

 



 

 
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واثر . وباستخداـ خاصية التوزيع 
1Lعمى

1

1( )BZ x

الابتدائية  

 

1 2 1 2

1 2

1 , 1 1,

1 , 1

[ , ] [( 1) 2 ( )]

[( 2) 2 ( )]

L Z Q P Q Z

Q P Q Z

   

 





 

 

   

   
 

(5-65) 

 :ف إوبشكؿ عاـ ؼ

1 2 ,..., 11

1

1 , ,... ,..

1

[ , ] [( ) 2 ( )] ( )
i

i

i

L Z i Q P Q Z x
 


  









    

(5-66) 

 عمى  2Lفنّ اثر إوكذلؾ ؼ
1 2, ,.......Z

   حسابات يدوية طويمة نحصؿ إجراء وبعد 
: عمى

1 2 1

1

2 , ,....... ,.., 1,...

2 1

,..., 1,.....,

1

[ , ] ( 1 2 [ ]) ( )

(2 1)

i m

i

m

i

i

B

i j n

L z Q P Q Z x

Q Z





     


  

  





 

  

   

 




 

(5-67) 

 

,لشعاع المنفرد عند المستوى ا5-5-2  2s r  :

في ىذه الحالة يكوف عدد سوؼ نستخدـ التحميؿ اليدوي لحساب المعاملات, 
,2)والمقدار (2)التجزئات )2 ( )M M

sQ P Q يعطي بالعلاقة :

      2

(2, )2 ( ) 1M M

sQ P Q Q s                    (5-68) 
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لتسييؿ التعامؿ مع ىذا الحد نضع 
(2,5)2 ( ) 1M MQ P Q t    2وعندr s   نتعامؿ

] مع المستوى الرابع لمشعاع المنفرد 4]rs  جراء  جميع التباديؿ المرتبة تنازلياً وا 
ف الشعاع المنفرد ينتج مف التركيب الخطي ليا إعمى كثيرات حدود زوناؿ العقدية ؼ

  : الشكؿويتخذ
2 2 2

2,2 0 4,0 1 3,1 2 2,2[ ( ) ( ) ( )] | MV Z x Z x z x P      

(5-69) 

2ولحساب المعاملات  2 2

2 1 2, ,   1 فتننا نطبؽ المؤثرL عمى الشعاع المنفرد بحيث  
: أفنّ 

                       1 2,2 0LV                   (5-70) 

2 تنتج قيـ المعاملات أعلاه بدلالة 70-5))باستخداـ العلاقة 

0 كالتالي  :
2 2 2 2

1 0 2 0

( 4) ( 4)( 3)
,

( 1)

t t t

t t t
   

   
 


 

,2وعندما تكوف  3r s   يصبح شكؿ الشعاع المنفرد 
3 3 3 3

2,3 0 6,0 1 3,1 2 4,2 3 3,3( ) ( ) ( ) ( )V z x z x z x z x       

        (5-71) 

[ (6)شعير,دوبريؼ  وكانو].انظر 

:  تنتج المعاملات1L وبتطبيؽ 
3 3 3 3

1 0 2 0

3 3

3 0

( 6) ( 6)( 5)
,

( 1)

( 6)( 5)( 4)

( 1)( 2)

t t t

t t t

t t t

t t t

   

 

   
 



   


 

 

,8وعند المستوى  2, 4.r S   الشكؿ ذخأف الشعاع المنفرد يإ ؼ 



96 
 

4 4 4

2,4 0 8,0 1 7,1 2 6,2

4 4

3 5,3 4 4,4

( ) ( ) ( )

( ) ( )

V Z x Z x Z x

Z x Z x

  

 

  

 
 

 (5-72) 

4والمعاملات بدلالة 

0 

4 4 4 4

1 0 2 0

( 8) ( 8)( 7)
,

( 1)

t t t

t t t
   

   
 


 

4 4

1 0

( 8)( 7)( 6)

( 1)( 2)

t t t

t t t
 

   


 
 

4 4

4 0

( 8)( 7)( 6)( 5)

( 1)( 2)( 3)

t t t t

t t t t
 

   


  
 

2rعندما  (2s+1 )وي   انلاحظ ىنا أف عدد الحدود في ىذه الحالات يس  
:  بالشكؿ 2sوبعممية الاستقراء نستطيع كتابة الشعاع المنفرد لممستوى 

 1

2, 2 ,

2
( ) |

s
s M M

s i s i i i

i

V a Z Q P P
n

 

  



 


         (5-73) 

:  يصبح Qالسالب   في اليزازللإشارةأو بالنسبة 

 1

,2 2 ,

0

2
( ) |

s
r M M

r i r i i i

i

V Z Q P P
i

 

  



           (5-74) 

mوالمعاملات  

i الشكؿ تتخذ  :

 ( 1)( 2 )( 2 1).....( 2 1)

( 1)......( 1 1)

M

i

t m t m t m L

t t t


      


  
       (5-75) 

mحيث أفنّ    s في الجزء الموجب مف اليزاز و m r في الجزء السالب منو 
mنفجار في المعاملات  اومقدار الثابت يتـ اختياره بحيث لا يحدث 

l إجراء وبعد  
ف المعاملات إؼ (Gamma function ) واستخداـ دالة جاما ة طويؿيةجبرعمميات 

:  الشكؿ تتخذ
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     ( 1) [2( )]

( 1) ( 2 1 1)

M

i

t m

t t m


  

     

                          (5-76) 

وي صفر ولذلؾ عند ا  تصبح بعض المعاملات تسtالحالات لقيـ بعض في 
1l t  ما عدا الحد m

m . كذلؾ في نموذج(1,q)  لفضاء فوؾ تكوفt q s   
tتكوف   (1p,)بينما في النموذج  p r   تبعا لميزاز Q

 مع الملاحظة أفنّ ىذه 
tالصيغة باستخداـ دالة جاما تتطمب قيماً  لػ    غير صحيحة أعدادانّ   بحيث تكوف 

:    حيث  c=1 عندما تكوف   وأما.

 1, 1, 0Mp q Q Q                        

mوي صفر ما عدا الحد   اف جميع المعاملات تسإؼ

m ,   وتعود لمعلاقة: 

                                 

,

, ,...,

2
( ) |

2
( ) |

r

r

M M

r s ns

M M

s s s n

S P P
n

S P P
n

 



 

 


                           (5-77) 

: r=s=3الشعاع المنفرد عند   5-5-3 

9k نتعامؿ مع المستوى عند ىذا المستوى  , (16)وىذا يعني   (16)والتجزئات 
-67)ني في العلاقة االحد الثو. معامؿ وعند فؾ التجزئات تزداد الحدود بشكؿ كبير

 :يصبح (5
                                    2

(3,3)2 ( ) 2 2M MQ P Q Q                                          (5-78)               

2ومف ثـ    3t Q   2)2  والحد 1)Q  2 الذي يظير  عند تطبيؽ المؤثرL عمى  
: كثيرة حدود زوناؿ العقدية يتخذ الشكؿ 

                     2(2 1) 2Q t                         (5-79) 

 جميع التباديؿ المرتبة لكثيرات حدود زوناؿ العقدية إجراءوعند ىذا المستوى وبعد 
: ف الشعاع المنفرد يتخذ الشكؿإؼ
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9 9 9 9

3,3 0,0 9,0,0 1,0 8,1,0 2,0 7,2,0 1,1 7,1,1

9 9 9 9

3,0 6,3,0 2,1 6,2,1 4,0 5,4,0 3,1 5,3,1

9 9 9 9

2,2 5,2,2 4,1 4,4,1 3,2 4,3,2 3,3 3,3,3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Z x Z x Z x Z x

Z x Z x Z x Z x

Z x Z x Z x Z x

    

   

   

   

    

  

 

(5-80) 

: أو بصيغة أخرى

9

3,3 , 9

9 0

2
( ) ( |M M

l j l j n n

l j l j

Q Z Q P P
n

       

    

 

(5-81) 

 

ولذلؾ . المعاملات لإيجاد لنحصؿ عمى عشر معاملات لا تكفي 1Lوعند تطبيؽ
9 عمى  المعاملات 2Lنحتاج إلى تطبيؽ 

,l i 9 بدلالة

0,0 جراء فؾ  وبعد تطبيقو وا 
 : الحدود وعمميات جبرية طويمة نحصؿ عمى المعاملات

 

9 9

1,0 0,0

9 9

1,1 0,0

9 9

2,1 0,0

9 9

2,0 0,0

( 9)

( 9)( 6)

( 3)

( 9)( 7)( 6)

( 3)( 1)

18( 9)

( 3)( 1)

t

t

t t

t t

t t t

t t t

t

t t t

 

 

 

 

 
 

  




   


 

 


 
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2
9 9

3,0 0,0

9 9

2,2 0,0

9 9

3,1 0,0

9 9

3,2 0,0

3,3

( )( 7)( 12)

( 3)( 1)( 2)

( 9)( 7)( 6)( 5)

( 3)( 1)( 1)

6( 9)( 6)

( 3)( 1)( 2)( 1)

( 9)( 7)( 6)( 5)( 5)

( 3)( 1)( 2)( 1)

t a t t st

t t t t

t t t t

t t t t

t t

t t t t t

t t t t t

t t t t t

 

 

 

 



   


  

   


  

  


   

     


   

9 9

0,0

9 9 9

4,1 0,0 2,2

9 9

4,0 0,0

( 9)( 7)( 6)( 5)( 5)( 4)

( 3)( 1)( 1)( 2)( 1)

( 9)( 7)( 6)( 5)

( 3)( 1)( 1)

( 9)( 7)( 6)

( 3)( 1)

t t t t t t

t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t

t t t



  

 

     


    

   
 

  

  
 

 

 

9ولحساب 

0,0 بدلالة ( Gamma function)  مف المعاملات السابقة أينستخدـ 
:  يصبح مقداره عمميات يدويةوبعد 

9

0,0

( 3)( 8)

(10 ) ( ) ( 1)

t t

t t t t


 

    

 

وبتنظيـ المعاملات باستخداـ دالة جاما والمقدار 
,l i تصبح بالشكؿ فإنيا  :

 ,9

,

(1 )
( )

(9 1) (1 ) ( 1)

l i

l i

l l Q
l i t t t i t










         

      (5-82) 

l,والمقادير  i ىي  :

0,0 1,0 1,1 2,1( 3)( 8), ( 1)( 6)t t t t           

4,1 4,0 2,2 3,2 3,3( 2)( 3), ( 5)t t t t             
2

3,0 3,1 3,018, 6, ( 5 12)t t         
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( p,q)وباعتبار النموذج 

             
26( )

1
p q

c
pq


                       (5-83) 

,  ),وعند نموذج   2, 1, 2
p

Q p q c
q

      ) 

22ف  إؼ 3 1t Q   9 عندىا حساب جميع المعاملات مع ملاحظة أف المعامؿ

,l i 
0tحتى عندما     (poles)أقطاب لا يحتوي   .فنّ بعض المعاملات تنتيي عند إو

9بينما في جميع الحالات ,( t)كؿ قيمة مف قيـ 

3,3 0  

1c)وعند الشحنة المركزية  )    حيث( 1, 1, 1)Q p q t      فنّ جميع إ  ؼ
9المعاملات تنتيي ما عدا 

3,3 .

 :ف الشعاع المنفرد يتخذ الشكؿ إفي ىذه الحالة ؼ

 9

3,3 3,3 3,3,3

2
( ) ( |M M

n

Q
V Q Z P P

n
 

               (5-84) 

 

 يونغ ويطابؽ لترتيبالشكؿ المستطيؿ بالنسبة تجزئة ويتخذ الشعاع المنفرد في ىذه 
وعند استبداؿ اليزاز الموجب .[Bouwknegt(4)]شكؿ الشعاع  المنفرد في بحث 

Q   باليزاز السالب  Q  
2, 2 3Q Q t t Q        

)  وبنموذج  , )p q    2  فتف 3
p

t
q

   ومف ثـ نحصؿ عمى نفس الصيغة 
. لمشعاع  المنفرد 

 

,3   الشعاع المنفرد عند المستوى   5-3-4 4, 12r s k rs            
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وىذا يزيد عدد  (28)وعدد المعاملات  (28)عند ىذا المستوى عدد التجزئات 
الحدود بشكؿ كبير وتجميع الحدود بعد فؾ كثيرات زوناؿ المجزأة إلى كثيرات 

 .ابتدائية احتاج إلى جيد كبير

 :بنفس الطريقة السابقة  تـ حساب المعاملات,   و نورد عدداً منيا
12 12 12 12

1,0 0,0 1,1 0,0

12 12 12 12

2,1 0,0 2,0 0,0

2
12 12

3,0 0,0

12

2,2

( 12) ( 12)( 8)
,

( 4)

( 12)( 10)( 8) 36( 12)
,

( 1)( 4) ( 1)( 4)

( 12)( 10)( 7 28)

( 1)( 2)( 4)

( 12)( 10)(

t t t

t t t

t t t t

t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t

   

   

 



  
  



   
  

   

   


  

  
 12

0,0

2
12 12

6,0 0,0

12

3,3 0,

8)( 7)

( 1)( 2)( 4)

3( 12)( 10)( 8)( 7)( 5)( 16 40)

( 1)( 2)( 4)

...................................

( 12)( 10)( 8)( 7)( 6)( 8)

( 1)( 2)( 4)( 2)( 2)

t

t t t t

t t t t t t t

t t t t

t t t t t t

t t t t t t



 

 



  

      


  

     


    

12

0

 

 

أي أفنّ  ( 58) ,فإف عدد التجزئات اصبح  r=4,s=4, k=16أما عند المستوى 
كثيرة حدود زوناؿ المجزأة,وعدد الحدود بعد  (58)الشعاع المنفرد يتكوف مف تركيب  

 :وشكؿ الشعاع المنفرد. (107)تجميع المتشابو منيا اصبح 

 

1

1 2 3 4

1 2 3 4

, , ,16

, , ,

1 2 3 4

( 1)

1 ( ) ( 1) ( 2)

k

k k k k

k k k k
t k t k t k t k t







          
 

 :ولعدـ الإسياب نورد عدداً منيا
16 16

14,2,0,0 16,0,0,0

(3 115)

( 1)(2 4)

t

t t t
 




 
 

16

0,0,0,0

(2 9)( 15)

( 15) ( 2) ( 1) ( 2)

t t

t t t t


 

       
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16 16

14,1,1,0 16,0,0,0

16

15,1,0,0

16

13,2,1,0

2( 16)( 10) 2( 1)( 10)

(2 9) ( 15) ( 2) ( 1) ( 2)

(2 9)( 15)

( 16) ( 1) ( 1) ( 2)

(2 9)( 15)

( 14) ( 2) ( ) ( 2)

t t t t

t t t t t t

t t

t t t t

t t

t t t t

 





   
 

        

 

       

 

      

 

 

kوبزيادة مستوى الشعاع المنفرد إلى الحالة العامة  rsفنّ الصيغة العامة تتخذ إ   ؼ
: الشكؿ 

1

1

1

1
.......1

,...,

, ,....,

.... 0 1

( 1) ( ) 2
( ) |

( 1).... ( 2)

r

r

r
k k rsr

k

k k M M

r s k k n

k k r

Q Q
V Z P P

k t k t r n



  

 


  




      


(5-85)       

والمعاملات 
1 ,..., rk k  تخضع لمعلاقة المرجعية   :

 1 1,..., 1,..., 1,...,

1
r i r

r

k k k k k

i

   



             (5-86)   

. 1Lوالتي تستنتج مف تطبيؽ 

: الاثبات

kالشعاع المنفرد عند المستوى  rs     

 
1

1

1

1
.......1

,...,

, ,....,

.... 0 1

( 1) ( ) 2
( ) |

( 1).... ( 2)

r

r

r
k k rsr

k

k k M M

r s k k n

k k r

Q Q
V Z P P

k t k t r n



  

 


  


 

      


   

 عمى الشعاع المنفرد 1Lبتطبيؽ 

                       1 , 0r sLV                         (5-87) 



103 
 

 (24-5)ومف العلاقة 

1 11 ,...., ,.., 1..,

1

( 1)
r j r

r

k k j k k k

j

L Z k j t Z 



    

:   بالشكؿ (87-5)تصبح العلاقة 

 1 1

1
.....1

,..., ,.., 1..,

.... 0 1

( 1) 0
r j r

r
k k r rs

r

k k j k k k

k k j

k j t Z

  



   

        (5-88) 

وبترتيب الحدود المتشابية التي تحتوي عمى نفس كثيرة حدود زوناؿ العقدية في كؿ 
نحصؿ عمى عدد مف المعادلات ,  جميع التباديؿ المرتبة تنازلياً إجراءوبعد , مرة 

فنّ المعاملات إوي صفر ؼاوبما أفنّ كثيرة حدود زوناؿ المرتبة لا تس  ,r الأقصىحدىا 
: ولذلؾ يمكف كتابة كؿ معادلة بالشكؿ,وي صفر اتس

1 1,..., ,.., 1..,

1

( 1) 0
r j r

r
rs

k k j k k k

j

k j t Z 



    

:  مف خصائص كثيرات حدود زوناؿ العقدية وبالاستفادة

1 ,..., 1, ,...,

0,..... 0

rk k k k

k

Z

Z k



  
     

تصبح  ( 5-88 )وبفؾ الحد الأوؿ لممعادلة .فنّ بعض كثيرات زوناؿ تنتيي إؼ
: بالشكؿ 

 1 1,..., 1 1,.., 1,..,

1

( 1) ( 1) 0
r j r

r
rs rs

k k k k k j

j

k k j t   



       

يؤدي إلى  ( 1)ف التجزئة الأولى بمقدار افنّ نقصإؼ, وبما أف التجزئة مرتبة تنازلياً 
( .  1)زيادة تجزئة أخرى بمقدار 

1ومف تعريؼ المعاملات    ,..., r

rs

k k    
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1

1

1

,...,

,...,

1

( 1)
( )

( 1).... ( 2)

r

r

k

k krs

k k

r

Q
k t k t r


 



      

   

  

 

:    ينتجأعلاهوالتعويض بالمعادلة 
1 1

1 1

1

,..., 1 ,...,

21 1

( 1) ( ) ( 1) ( 1)
0

( 1).... ( 2) ( ).... ( 2)

r r

k kr
k k k k j

jr r

k t k j t

k t k t r k t k t r

 



     
 

            


   

وباستخداـ خاصية لدالة غاما  

           ( 1) ( )x x x                      (5-89)   

 

: فنّ المعادلة تتخذ الشكؿ إختصار الثوابت المتشابية ؼاو

 

1 1,..., 1,.., 1,..,

1

( 1) 0
r j r

r

k k k k k

j

   



      

: ثـ   تصبح 

 1 1,..., 1,.., 1,..,

1
r j r

r

k k k k k

j

   



            (5-90)   

 

:  عمى الشعاع المنفرد تنتج علاقة مرجعية أكثر تعقيداً 2Lومف تطبيؽ 
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1 1

1

,..., 1 2,.., 2,..,

1

2

2,.., 1,.., 1,...,

1

( 1) ( 1)

(2 1)

r j r

i j r

r

k k k k k j

j

k k k k

i j r

k k j t

Q

 



 



   

  

     

 




   

(5-91) 

:  الاثبات

r,الشعاع المنفرد  s   لممستوى k rs  

1 1

1
......1

, ,...., ,....,

.... 0
r r

r
k k rsr

rs

r s k k k k

k k

Z 

  

  

  

 

 
 

 1 1

1
......1

2 , ,...., 2 ,....,

.... 0

0
r r

r
k k rsr

rs

r s k k k k

k k

L L Z 

  

  

              (5-92) 

  عمى 2Lثر أوبالاستفادة مف 
1 ,...., rk kZ ينتج (67-5) في العلاقة    :

 

 

 
1 1

1

1

1

.... ,...., 2,....,

...., 0 1

....

2

,...., 1,...., 1,....,

1

[ 1

(2 1) ] 0

r j r

r

r

i j r

r
rs

K K j k k k

k k j
k k rs

k k k k

i j r

k j t Z

Q Z

   

  
  

  

  

  

  

 


 

وباستخداـ خصائص كثيرات حدود زوناؿ   . rونحصؿ عمى معادلات عددىا  
:  التاليةالمجزأة
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1 1

1

,..., 2, ,..., ,..., 1, 1,...,

,..., 1, ,..., 0

r r

r

k k k k k k k k

k k k k

Z Z

Z

  



 

 

  . r فنّ  عدد المعادلات يقؿ عف   إفنّ بعض كثيرات حدود زوناؿ تنتيي وبالتالي ؼإؼ
:  بالشكؿ (92-5)ونستطيع كتابة المعادلة 

 

 
1

1

1

,..., 1,...., 1,....,1

,...., ,...,

.... 0 1

....

2

2,..,

1

[ 1

(2 1) ] 0

j r

r

r

k k k k ri j r

r
rs

k k k j

k k j
k k rs

rs

k k

i j r

k j t

Q Z




 

   
  

 

  

  

  

 


 

فنّ إؼ,وي صفر اوكثيرات حدود زوناؿ لا تس, وبما أفنّ التجزئات مرتبة تنازلياً 
: خذ الشكؿ أوكؿ معادلة ت. وي صفر امعاملاتيا تس

 

 
1

, ,...., ,....,1

,.... ,...,

1

2

1

1

(2 1) 0

j r

K K K Ki j r

r
rs

k k k j

j

rs

i j r

k j t

Q









  

  

  




 

 

: تصبح المعادلة .الأيسر الحد الأوؿ لممجموع في الطرؼ وبإخراج

 

 
1 1

2,..., 1,...., 1,....,1

,..., 1 2,.... 2,...,

2

2

1

( ) 1

(2 1) 0

r j r

K K K Ki j r

r
rs rs

k k k k k j

j

rs

i j r

k t k j t

Q

 


  

 





  

    

  




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: ننّيا تتخذ الشكؿ إوبترتيب العلاقة ؼ

 

 
1 1

2,..., 1,...., 1,....,1

,..., 1 2,.... 2,...,

1

2

1

( ) 1

(2 1) ]

r j r

K K K Ki j r

r
rs rs

k k k k k j

j

rs

i j r

k t k j t

Q

 


  

 





  

     

 




 

(5-93) 

 : 3,2 عمى 2Lومثاؿ عمييا مف تطبيؽ 

 
6 6 6

3,2 6,0,0 6,0,0 5,1,0 5,1,0 4,2,0 4,2,0

6 6 6 6

4,1,1 4,1,1 3,3,0 3,3,0 3,2,1 3,2,1 2,2,2 2,2,2

Z Z Z

Z Z Z Z

   

   

  

   
 

 

2Q بعد تعويض ومف العلاقة الأخيرة  تنتج المعادلات   :

 
6 6 6 6 6 2

6,0,0 4,2,0 4,1,1 5,1,0 4,1,1

6 6 2 6 6 6

5,1,0 3,3,0 4,2,0 4,1,1 3,2,1

6 6 6 2 6 6

4,2,0 3,3,0 2,2,2 3,3,0 3,2,1

6 6 2

4,1,1 2,2,2

( 6) ( 1) [ ]( 1)

( 5) ( 2) ( 1)[ ]

( 6) ( 3) ( 1)[ ]

( 4) (

t t t

t t

t t t

t

     

     

     

  

       

       

      

    6 6

3,2,1 2,2,21)[ ] 
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 جميع معاملات كثيرات حدود إيجادومف العلاقات المرجعية نستنتج أننا نستطيع 
 مستوى دوف الرجوع إلى تطبيؽ المؤثرات أيزوناؿ العقدية في الشعاع المنفرد عند 

1 2,L Lعند اقتراف الجاذبية مع حقؿ المادة ,وعندما يكوف مقدار  عمى الشعاع المنفرد 
1Mcالشحنة المرجعية      فإف حقؿ الجاذبية يتفاعؿ بقوة مع حقؿ المادة ,وفي ىذه  

الحالة يتكوف الشعاع المنفرد مف تركيب خطي لجميع كثيرات حدود زوناؿ العقدية 
1Mcبينما عند .ذات التجزئة المرتبة تنازلياً       فإفنّ حقؿ الجاذبية يتواجد مع حقؿ

المادة  لكف دوف تفاعؿ بينيما, وتركب  الشعاع المنفرد في ىذه الحالة مف كثيرة 
 .حدود زوناؿ واحدة ذات تجزئة تتخذ الشكؿ المستطيؿ  

 

 :النتائج والتوصيات5-6 

تـ بناء الأشعة المنفردة باستخداـ كثيرات حدود زوناؿ الحقيقية ,وتبيف أفنّ شكؿ 
يوجد عدد لانيائي مف  (p,q)التجزئة ليذه الأشعة ىو مستطيؿ, وأنو حسب نموذج 

, وتبيف أنو عند أخذ العلاقة rs وأقميا الشكؿ r,s)  )ىذه الأشعة عند كؿ مستوى 
ساذرلاند  ونظرية الحقؿ التوافقي بعيف الاعتبار فإف قيمة - بيف نموذج كالوغيرو

2c)محددة لمشحنة المركزية  )   بسبب ثابت الاقتراف بينيما وىناؾ حالات, 
2cخاصة لنموذج      1) أىميا عند الوزف التوافقي

8
h  )  وذلؾ لمقاربة ىذا

 .[Pearce+.. (31]النموذج مع شبكة بوليمر مكثفة 

 discrete states ) )   وتـ كذلؾ بناء الأشعة المنفردة لمحالات المنفصمة 
عند BRST باستخداـ كثيرا حدود زوناؿ العقدية, وذلؾ عف طريؽ كوىومولوجي 

اقتراف الجاذبية في بعديف مع المادة , وتبيف أفنّ الشعاع المنفرد  عند أي قيمة 
1c)لمشحنة المركزية  )  مستوى(r,s)  يتكوف مف تركيب خطي لجميع كثيرات

 .حدود زوناؿ عند نفس المستوى ,ويتخذ الشكؿ المستطيؿ في  التجزئة 
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1     بينما عند  ثابت  الإقتراف    ساذرلاند  وكثيرات -نموذج كالوغيرو في
1cحدود زوناؿ العقدية حيث تصبح قيمة الشحنة المركزية   فإفنّ  الشعاع المنفرد  

يتكوف مف كثيرة حدود زوناؿ مجزأة واحدة ليا تجزئة ذات شكؿ مستطيؿ , وفي ىذه 
 . الحالة فإفنّ الحقوؿ المختمفة تتواجد بشكؿ حر ولا يوجد تفاعؿ بينيا

كذلؾ تـ التعبير عف كثيرات حدود زوناؿ مف الرتبة الثانية  لمشعاع المنفرد بدلالة 
وذلؾ عند إدخاؿ ىاممتوف  (hypergeomeric functions)الدواؿ فوؽ اليندسية 

ساذرلاند  مف الدرجة الثانية كحالة خاصة ,وذلؾ لمتغمب عمى التباعدات  -كالوغيرو
 .في خمية جورداف (correlation functions )في دواؿ الارتباط 

–  وتـ الحصوؿ عمى علاقة مرجعية أضافية نتجت مف تطبيؽ ىاممتوف كالوغيرو 
1cساذرلاند عمى الشعاع المنفرد عند   وتساعد عمى إيجاد معاملات الشعاع, 

 .المنفرد دوف الحاجة لتطبيؽ مولدات جبر فيراسورو  

 :     توصي الدراسة بما يمي   

دراسة نموذج البوليمرات المكثفة  عند الحالات المتصمة ونموذج البوليمرات - 1
 .الخطية باستخدام الأشعة المنفردة بدلالة كثيرات حدود زونال

دراسة دالات الارتباط باستخدام الأشعة المنفردة بدلالة كثيرات حدود زونال - 2
من الرتبة الثانية  ( Phase transition)عند النقاط الحرجة في التحول الطوري 

لعناصر ومركبات مختمفة وربطها بتدفق الطاقة في النظام الفيزيائي وذلك لغايات 
 .صناعية

عمل محاكاة حاسوبية لأثر الحرارة عمى ارتباط الطول بين جزيئات البوليمر - 3
المكثف باستخدام الشعاع المنفرد بدلالة كثيرات حدود زونال بدلًا من النموذج 

 .الموغريتمي
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Abstract 

 

The modern theoretical physics scientists have interested with 

conformal field theories since they have been connected with 

theoretical physics ,and  started to describe critical  phenomena's  as 

phase transition at critical poins, and play central role in string theory . 

Now they promise to play role in unifying theory  for all forces . 

Singular vector in conformal field theories is a physical state that  gives a 

description for a matter or string as energy or spin and it concerns with 

correlation functions between deferent field .It acts as a basis in 

correlation functions . Studying  the  correlation length between points 

at critical degree in second order phase transition can be happened by 

using  these singular vectors . 

In this work singular vectors have been constructed by using real zonal 

polynomials. these singular vectors have rectangular  shape . when we 

take  the relation between Calogero – Sutherland model and conformal 

filed theory in consideration  , the central charge has fixed value (c= -2) 

because the coupled coefficient has the value ( 2  ) in zonal 

polynomials .We found that  there are special cases for (c=-2) model at 

conformal weight (
1

h
8

  )  likes that in conformal logarithmic model for 

a dense polymer cell. 

Also singular vectors has been constructed for  discrete states in term of 

complex zonal polynomials by using BRST cohomology when two 

dimensional gravity coupled to conformal  matter . 

The second order zonal polynomials for singular vectors  has been 

written in term of hyper geometric  functions by using the second order 

Calogero-Sutherland as  especial case , because to get over  divergences  

in correlation functions in Jordan  cell. 

Recursion relation was obtained, and resulted from the application of 

Calogero-Sutherland hamiltonian on singular vector at ( c<1) ,which 
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helps for finding the singular vector coefficients without application of 

virasoro  generators. 
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